GLAVA 1

METRICKA I TOPOLOSKA STRUKTURA
PROSTORA R"

U tekstu sa R oznacavamo uobicajeno skup realnih brojeva, dok sa
R™ n € N oznacavamo Dekartov proizvod od n—kopija skupa R, tj.

R™ = {(x1,...,x,)|z; € R" i € {1,2,...,n}}.

Uredenu n—torku (21, ..., z,) ozna¢ava¢emo jednim slovom x = (1, ..., z,)
i nazivati tackom skupa R".

Kao sto je poznato na skupu R™ moguce je definisati unutrasnju
operaciju sabiranja (”po koordinatama”) elemenata iz R", tj.

+:R*"x R" - R",
(xlv "'7$n)7 (yla"'ayn) S Rn’
(T1y ey @) + (Y15 oy Yn) = (X1 + Y1y ooy T+ Yn)-

Takode, posmatrajuci skup R™ i vezano polje skalara R definisana
je spoljasnja operacija mnozenja skalara iz R i elemenata skupa R",

R xR" — R",
na nacin
A = (Ax1, ..., A\x,), A € Rjz € R™.
Lako se provjerava da za ovako definisane operacije uredena ¢etvorka
(R™, R, +, ) ¢ini vektorski prostor nad poljem realnih brojeva. Dakle,
u skladu sa posljednjim odredenjem skupa R™ njegove elemente takode

tretiramo kao vektore, tj. elemente prethodno navedenog vektorskog
prostora.

1. Metricki prostor

Prisjetimo se da svojstvo konvergencije niza realnih brojeva {a, }5° ,
ka realnom broju a € R mozemo kratko da zapiSemo na nacin

lim |a —a,| = 0.
n—o0

Geometrijski interpretirano niz rastojanja tacaka a,, od tacke a tezi nuli
kada n — oo. Ispostavlja se da je pojam rastojanja klju¢ni u definisanju
konvergencije niza i kao takav bi¢e osnov za uvodenje jedne uopstene
klase prostora kod kojih ¢e postojanje funkcije rastojanja ili metrike
biti njihovo glavno odredenje.

U narednoj definiciji navodimo aksiome metrickog prostora.
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1. METRICKI PROSTOR 2
DEFINICIJA 1.1. Neka je X # (0 id: X x X — R funkcija koja
zadovoljava sljedec¢a svojstva:
(1) d(z,y) > 0 (nenegativnost ili aksioma razdvajanja);
(2) d(z,y)
(3) d(z,y) = d(y,x) (simetricnost);
(4) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (nejednakost trougla),

gdje su x,y, z proizvoljni elementi skupa X. Tada se funkcija d naziva
metrikom (ili rastojanjem) na skupu X. Ureden par (X, d) se naziva
metrickim prostorom.

= 0 ako isamo ako je x = y; (aksioma koincidencije);

Primijetimo da u samoj Definiciji 1.1 na skupu X nije pretposta—
vljeno postojanje odredene strukture. Njegove elementa i dalje treti-
ramo kao tacke za koje smo sada u prilici da odredimo odgovarajuce
rastojanje. Takode na istom skupu moguce je definisati vise metrika.

Same aksiome metrike (1) — (4) iz prethodne definicije odgovaraju
nasoj geometrijskoj intuiciji, u smislu da je rastojanje izmedu bilo koje
dvije razlicite tacke pozitivno kao i da rastojanje izmedu tacaka x iy
nije veée nego suma rastojanja izmedu tacaka x i z i rastojanja izmedu
tacaka z i y.

Uslov (1) je moguce izvesti iz uslova (2),(3) i (4). Zaista,

2d(z,y) = d(x,y) + d(y, x) > d(z,x) =0,

odakle dobijamo da je d(x,y) > 0 za proizvoljne elemente metrickog
prostora X.

Prije nego predemo na primjere metrickih prostora izvedimo jednu
vaznu nejednakost za metriku. Ukoliko je (X, d) metricki prostor, tada
vazi sljedeca nejednakost

(1.1) |d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y).

d(x,
Naime, uslovi (4) i (3) povlace d(z,z) < d(z,y) + d(z,y), tj.

d(z,z) —d(z,y) < d(z,y).
| Slicno, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), tj. d(z,y) — d(z,z) < d(z,y),

d(ajvy) > max{d(z,:t) o d(Z,y),d(Z,y) o d(Z,Q?)}
= |d(z, ) — d(z,y)].

PRIMJER 1.2. Osnovni primjer, poznat iz prethodnog kursa ana—
lize, jeste metricki prostor (R,d), gdje je metrika d : R x R — R,
definisana sa d(z,y) = |z — y|.

Da je funkcija d zaista metrika pokazujemo jednostavno. Nejed-
nakost trougla dokazujemo koristeci istoimeno svojstvo za funkciju ap-
solutne vrijednosti,

d(z,y) = |z =yl =z —z+2—y| <[z =2+ |z —y| = d(z, 2) +d(z,y).
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PRIMJER 1.3. Na proizvoljnom skupu X # () mozemo da definiSemo
tzv. diskretnu metriku

1, =z ,
s ={ g 22y

Lako se provjerava da je (X, d) metricki prostor. Na primjer, u cilju
da pokazemo nejednakost trougla

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y),

primijetimo da lijeva strana poslednje nejednakosti moze da uzima vri-
jednosti 0 ili 1, dok za desnu stranu nejednakosti potencijalne vrije—
dnosti su 0, 1 ili 2. Dakle, nejednakost trougla nije ta¢na samo u sluc¢aju
dajed(z,y)=1,tj. v #yid(z,z)+d(z,y) =0,tj. =21y =z sto
je nemoguce.

PrRIMJER 1.4. (Euklidska metrika na R™) Na skupu R™ definisemo
metriku funkcijom

n 1/2
(1.2) dy(x,y) = (Z | —yi|2> ,

x=(21,..,Tpn),y = (Y1..., Yn), koja specijalno za n = 1 daje metriku iz
Primjera 1.2.

Nije tesko provjeriti da vaze svojstva (1), (2) i (3) iz Definicije
1.1. U svrhu dokazivanja nejednakosti trougla za funkciju ds koristimo
specijalan slucaj nejednakosti Minkovskog,

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Z ’xi—zi—i-zi—yi‘z) < <Z|xl_yz|2> +<Z|Zi_yi’2> :
=1 =1 =1

Za slucaj da je n = 2 i n = 3 formulom je dato upravo najkrace
rastojanje izmedu tacaka x i ¥ u ravni i prostoru R?, tj. euklidsko
rastojanje.

Da bismo upotpunili gornja izvodenja, dokazimo specijalan slucaj
nejednakosti Minkovskog polazeéi od jednostavne nejednakosti izmedu
aritmeticke i geometrijske sredine

2 2
ab< —+ —,a,b>0.
S5ty >

) . b . . e
o] b = % 1 zatim sumirajucl

) T (S
novodobijene nejednakosti za ¢ = 1, ...,n dobijamo
S ladlbl 1
(L) (S )~ 2

Stavljajuéi da je a =

=1,

1
2
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tj. dolazimo do Kogi-Svarcove nejednakosti

n n n 1/2 n 1/2
=1 =1 =1 =1

Sada specijalno imamo

n n

D (lail +10:)> =D al +> 07 +2 " |al[bi]
=1 =1

i=1 =1

n n n 1/2 n 1/2
Sasea(5a) ()
i=1 =1 =1

=1

" 1/2 n 1/2\ 2
(59" 9
i=1 i=1

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Z(|@z‘| + ||bz")2> < (Z%Q) + (be) :

tj.

PrIMJER 1.5. Na skupu R” sljedece funkcije
di(ey) = > Ja — wil
i=1

doo(,y) = max [a; — yi|

¢ine metrike (provjeriti).

Ukoliko je (X,d) metricki prostor i A C X, tada sam skup A
mozemo sa restrikcijom metrike d na njemu da tretiramo kao metricki
prostor za sebe, tj. rekli bismo da je (A, d) metricki potprostor prostora
(X, d).

U narednim definicijama uvodimo odredene pojmove koje je moguce
definisati u proizvoljnom metrickom prostoru poput dijametra skupa,
ogranicenog skupa i rastojanja izmedu skupova.

DEFINICIJA 1.6. Neka je (X,d) metricki prostor i A C X, tada
dijametar skupa A, u oznaci diam(A) je definisan

diam(A) = sup d(z,vy).

T,yeEA

DEFINICIJA 1.7. Neka je (X, d) metricki prostor za skup A C X
kazemo da je ogranic¢en ako je diam(A) < oco.

PRIMJER 1.8. Neka je A = {(z,y)|(z —a)? + (y — b)* < r?} disk ili
krug sa centrom u tacki (a,b) € R? i poluprecnika r > 0, tada je jasno
diam(A) = 2r uzimajuéi u obzir metricki prostor (R?, ds).
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PrRIMJER 1.9. Neka je I, = {(z,y,2)|as < 2 < bj,a0 < y <
by, a3 < z < b3}, gdje su a = (a1, as,as) i b = (by, by, bs) fiksirane tacke
iz R (a; < b;,i € {1,2,3}). Skup I, predstavlja pravougli paralelo—
piped i trazeni dijametar jednak je upravo duzini velike dijagonale koja
spaja tacke a i b. Dakle,

diam(L,p) = ((by — a1)® + (by — a2)? + (b3 — a3)?)

DEFINICIJA 1.10. Neka je (X, d) metricki prostori A C X i B C X,
tada rastojanje izmedu skupova A i B u metrickom prostoru X je dato
sa

1/2

d(A,B)= inf d .
(A,B) = _inf  d(z,y)

U manje preciznoj formi rekli bismo da je rastojanje izmedu dva
skupa najkrace rastojanje izmedu tih skupova. Jasno da ako za skupove

A 1 B iz prethodne definicije vazi AN B # (), onda je d(A, B) = 0.

PriMJER 1.11. Odredimo rastojanje izmedu prave y = = + 2 i
grafika funkcije y = 22 + 3. Trazimo d(A, B), gdje je A = {(x,y)ly =
r+2,2 € R} i B={(x,y)|y = 2% + 3,z € R} (slika).

Trazeno rastojanje mozemo da odredimo koristec¢i formulu za ras-
tojanje tacke od prave. Preciznije, od svih tacaka skupa B trazimo onu

za koju funkcija ¢(x) = |f/21_217+121‘, ima najmanju vrijednost za x € R.

Buduéi da je 22 —x +1 > 0, € R, lako se dobija da se odgovarajuéi
minimum dostize u tacki z = 5 i zato je d(A, B) = ﬁ.
7 [

A 01O

PRIMJER 1.12. Na skupu neprekidnih funkcija na segmentu [a, b],
C([a, b]) definisemo dw(f, 9) = maxa<i<p | f(t)—9g(t)], za f, g € C([a,b]).

Funkcija do : C([a, b]) x C(]a,b]) — R je dobro definisana. Naime,
kako je za proizvoljne f, g € C([a,b]) funkcija p(t) = |f(t)—g(t)| takode
neprekidna, to ona dostize maksimum na segmentu [a, b].

Iz nacina na koji je definisana funkcija d, jasno da je d(f,g) > 01
doo(f,9) = d(g, f). Sa druge strane, ako je doo(f,g) = 0, to povlaci da je
maksimum nenegativne funkcije ¢(t) = |f(t) — g(t)| nula na segmentu
a.b], pa je @(t) = 0, t € [a,b], ti. f(t) = g(t).¢ € [a,b]. Na kraju,
nejednakost trougla dokazujemo iz ¢injenice da

(1.3) [F(t) =g <[f(#) = hO)] + |h(t) = g(D)], € [a, 0],
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gdje je h € C([a,b]). Uzumajuéi maksimum obje strane nejednakosti u
(1.3) dobijamo

dwo(f,9) = max |f(t) — g(t)]

< max (1£(0) = 9(8)| + [A(t) - g())
< maxe (1f(1) = 9(t))) + max ([h(t) — (1))

=dw(f,9) +d(h, g).

1.1. Normirani prostori. Pojam normiranog prostora je ve¢ poz-
nat iz kursa Linearne algebre i za razliku od metrickog prostora na
skupu gdje definiSemo normu pretpostavljamo postojanje odredene al-
gebarske strukture, tj. strukturu vektorskog prostora. U nastavku
pokazujemo da je svaki normiran prostor metricki prostor i prethodno
navedene primjere metrickih prostora razmatramo kroz prizmu uvedene
definicije normiranog prostora.

DEerFINICIJA 1.13. Neka je X vektorski prostor nad poljem realnih
brojeva R. Funkcija || - || : X — R koja zadovoljava sljedeca svojstva:

(1)l =0

2) fzll=0e2=0;

) Azl = [Allle]l, A € R;

@) e +yl <zl +llyll, za 2,y € X,

naziva se normom na prostoru X. Ureden par (X, ||-||) naziva se normi-
ranim prostorom.

TEOREMA 1.14. Svaki normiran prostor X je metricki prostor.

DokAz. Nekaje (X, [|-]|) dati normirani prostor. Definigimo funkciju
d: X x X — Rmnanacin d(z,y) = ||z —y||. Lako se utvrduje da funkcija
d zadovoljava sve uslove metrike iz Definicije 1.1. Primjera radi, za ne-
jednakost trougla imamo

d(z,y) = le—yll = [z =242yl < lz—2ll+[z=yll = d(z, 2) +d(z,y),
gdje z,y,z € X. U

KOMENTAR 1.15. Za metriku d(z,y) = ||z — y|| normiranog pros-
tora (X, || - ||) kazemo da je indukovana (generisana) normom || - ||. Na
taj nacin, svaki normiran prostor mozemo da tretiramo istovremeno i
kao odgovarajuci metricki prostor gdje je metrika indukovana normom
polazeteg normiranog prostora.

PRIMJER 1.16. Apsolutna vrijednost |- | : R — R je primjer norme
na vektorskom prostoru R, gdje se R posmatra kao vektorski prostor
nad R. Prema tome, (R, |- |) predstavlja normiran prostora. Jasno da
metrika definisana na R iz Primjera 1.2 je indukovana normom | - |.
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PrRIMJER 1.17. (Euklidski prostor R") Na skupu R™ funkcijom
lzll = OO0, a:f)l/Z, x € R™ zadata je norma. Posljednje tvrdenje
se lako dokazuje imaju¢i u vidu da je na primjer nejednakost trougla
specijalan slucaj nejednakosti Minkovskog dokazanoj u Primjeru 1.4.
Takode, euklidska metrika dy iz istog primjera je generisana upravo
definisanom normom.

Uzimajuéi u obzir da je sada ||z|| = da(0,z), nejednakost (1.1)
postaje
(1.4) izl = lylll < fle =yl

PrRIMJER 1.18. Na prostoru R” sa
n
Izl =) |vil, € R™,
i=1

][00 = 112%>;|$i|,x € R",

definisane su odgovarajuc¢e norme. Primijetimo da su metrike d, d, iz

Primjera 1.5 indukovane normama || - ||1, || - ||« respektivno.
DEFINICIJA 1.19. Neka je X vektorski prostor. Za norme || - ||;
i] -2 definisane na X kazemo da su ravnomjerno ekvivalentne ako

postoje pozitivne konstane C i Cs takve da vazi
Cillzlr < llzflz < Collzf],z € X.

U terminima definisanih normi ||« ||, ||-||1 1 || - ||cc na R™ vaze sljedece
nejednakosti:

IN

1
ﬁHle [zl < lzfly, z € R”,

[2lloe < 2l < nfl2]loo, = € RY,
<

%] 0 |lz]li < nljz]e,z € R" (provjeriti).
Iz gore navedenih nejednakosti zakljuéujemo da su norme || - ||1, || - ||oo
i |- || ravnomjerno ekvivalentne u parovima na R".

PRIMJER 1.20. Na prostoru C([a,b]) neprekidnih funkcija na seg-
mentu [a, b] sa

£l = masx | £(B), £ € C(lo, )

definisana je norma na C([a, b]), tj. (C([a,b]), ||| ) je normiran prostor

i metrika d, iz Primjera 1.11 je generisana normom || - ||oc.
PrIMJER 1.21. Na prostoru C([a,b]) definisemo funkciju || - ||; na
nacin

b
|vm:/Wﬂmwfecmﬂ>
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Funkcija || - ||; je dobro definisana na prostoru neprekidnih funkcija
C([a,b]) buduéi da je svaka neprekidna funkcija na segmentu takode i
Riman integrabilna.

Nije tesko provjeriti da funkcija || - ||; zadovoljava uslove (1), (3) i
(4).

Sa druge strane, ako je || f|1 = ff |f(t)|dt = 0, onda bududi da je
f neprekidna funkcija na segmentu [a, b, to je f(t) =0, t € [a,b]. U
protivnom, ako je ||f|1 = 01 f(to) # 0 za neko ty € [a,b], to postoji
interval (to — €,to + €) takav da je |f(t)| > 0, t € (tg — €,to +€) N [a,b]
i zato je

€
1fll > 5

min
2 tefto— 5 to+5]N[a,b]

[f()] >0,

sto je kontradikcija. Prema tome, || - |1 je takode primjer norme na
prostoru C'([a, b]). Dodatno, odgovarajué¢a metrika na prostoru C([a, b])
indukovana normom || - ||; data je formulom

mﬁﬂ%:/lﬂﬂ—ﬂmﬁjyecﬂmW~

PRIMJER 1.22. Oznacimo sa L(R",R™) skup svih linearnih pres-
likavanja iz prostora R™ u R, tj. skup svih preslikavanja koja zado-
voljavaju A : R" — R™,

Az +y)=A)+ Aly), z,y € R,
A(Az) = M\ (z),z e R", A € R.
Na skupu £(R™, R™) standardno definiSemo sabiranje i mnozenje skalarom,

(Al + Az)(ZE) = Al(ZL‘) + AQ(CL‘), Al,AQ € ﬁ(Rn,Rm),l' € Rn,
(AM)(2) = M(2), A € L(R",R™), A € R.

Sa gore navedenim operacijama uredena cetvorka (L(R™ R™), R, +, )
¢ini vektorski prostor. Ulogu nultog elementa igra nulto preslikavanje
A(z) =0,z € R™

Dalje, neka je

A
(1.5) 1AL = sup 2@y ¢ ppe gy,
w20 ||z
Na nivou oznaka primijetimo da je u brojiocu razlomka u (1.5) euklid-
ska norma vektora Az u R™, a u imeniocu euklidska norma vektora x u
R™. Takode, zbog linearnosti preslikavanja A za proizvoljno o € R\ {0},

A A
sup [Ala)| A=)
w40 ||| w0 7]
i dodatno je
X
nmzwﬂAQ—szmmww
240 || lzf=1




1. METRICKI PROSTOR 9

Iz (1.5) vidimo da ako je ||A]] < oo, onda je
(1.6) [A@)[| < [[Allll=]], = €R™

Za linerana preslikavanja iz skupa L£(R",R™) za koje je ||A|| < oo
kazemo da su ogranic¢ena linearna preslikavnja.

Funkcija || - || : L(R",R™) — R (A — ||A]|) je norma na prostoru
L(R™ R™).

Na primjer provjerimo svojstvo (2) iz Definicije 1.27. Ako je ||A] =
0, onda je supy,— [|A(2)]| =0, tj. A(x) =0, ||z[| =1, sto dalje ima za
posljedicu da A(z) = [|z]|A (Hi—”> =0 kad god je x # 0, tj. A(z) =0,
r € R".

Dalje, u cilju da ustanovimo validnost svojstva (4) pretpostavimo
da su Ay, Ay € LR, R™) 1 [|Aq]] < 00 i [|[A2| < co. U protivnom, ako
je ||A1]] = oo ili ||Az]] = oo, onda je (4) trivijalno. Za x € R™\ {0} i
lz|| = 1, imamo

1A (2) + Aa(2) || < [[Ar(2) ]| + [[Aa(2)]]

Uzimajuéi supremum po skupu {z|||z|| = 1} lijeve i desne strane gornje
nejednakosti dolazimo do

[ A1+ Aof| < | A]] + [[Az]].

Ako su Ay € L(R™",R™) i Ay € L(R™,RP) (m,n,p € N) ograni¢ena
linearna preslikavanja, onda je i kompozicija ovih preslikavanja AsoA; €
L(R™ RP) takode ograniceno linearno preslikavanje.

Posljednji tvrdenje lako dokazujemo iz sledeé¢eg niza relacija

(A2 0 Ay)(2) || = [[A2 (A ()| < (Al Av ()| < NI Aaf[[[Ax[[f]]l,
6. [[Az 0 Ayl < [[Agflf}As]l-

PRIMJER 1.23. Sa L(R* ..., R R) oznacavamo skup svih polili-
nearnih preslikavanja P : R* x ... x R — R, gdje ky,....k, € N
su prirodni brojevi. Podsjetimo se da za preslikavanje kazemo da je
polilinearno ako je linearno po svakom argumentu. Specijalno za n = 2
govorimo o bilinearnim preslikavanjima.

Skup L(R* | ..., R* R) sa standardnim operacijama sabiranja funkcija
i mnozenja skalarom ¢ini vektorski prostor nad poljem realnih brojeva.

Za proizvoljno P € L(R* ... R* R) funkcija

|- - L(R* .. R¥ R) — R

definisana na nacin

P(xq,...,z,
IPl=  sup ALt
(1.7) 20, 1<i<n [|T1ll1 - [|Znlln

- sup |P(21, ..., )|
|lzilli=1, 1<i<n
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je norma na L(R¥, ... R*¥ R), gdje sa || - ||; oznacavamo euklidsku
normu na prostoru R™.

Ukoliko je ||P|| < oo, za polilinearno preslikavanje P kazemo da je
ograniceno.

NAPOMENA 1.24. Polilinearno preslikavanje P : X; x -+ - x X, —
Y definisano je u opstem na Dekartovom proizvodu X; x - - - x X,
vektorskih prostora X;, i € {1,...,n}, nad istim poljem, koji preslikava
u vektorski prostor Y.

1.2. Euklidov prostor. Sli¢cno kao u prethodnom izlaganju pret-
postavljamo da je X realan vektorski prostor, iako sama definicija
normiranog prostora (kao i Euklidovog prostora) daje se i za slucaj
vektorskog prostora nad poljem kompleksnih brojeva.

DEeFINICIIJA 1.25. Euklidov prostor X je vektorski prostor na kome
je definisano preslikavanje (-, ) : X x X — R koje zadovoljava sljedece
uslove

(1) (z,x) > 0,2 € X;

(2) (z,x) =0z =0

3) (z,y) = (y,2),z,y € X;

(4) (Az,y) = Az, y) , N € R,z,y € X;
(5)

Funkciju (-, -) nazivamo skalarnim proizvodom na X.

Uoc¢imo da u Definiciji 1.25 nije pretpostavljeno da je vektorski
prostor X konacno dimenzionalan. Sli¢no kao i za normirane prostore,
moguce je definisati vise skalarnih proizvoda na istom vektorskom pros-
toru.

Prethodno dokazana Kosi-Svarcova nejednakost u kontekstu pros-
tora R™ vazi u opstijoj situaciji. Preciznije, za proizvoljne vektore z,y
iz Euklidovog prostora X vazi nejednakost

(1.8) [z y) | < VA 2) V(Y ).

PrRIMJER 1.26. Kanonski primjer Euklidovog prostora je prostor
R™ sa skalarnim proizvodom definisanim na nacin

TEOREMA 1.27. Svaki Fuklidov prostor X je mormiran prostor.

DokaAz. Potrebno je da ustanovimo da je funkcijom ||z|| = /(z, x),
x € X definisana norma na X. Dokazimo da vazi nejednakost trougla,
vazenje ostalih svojstava norme se lako utvrduje. Polazeé¢i od Kosi-
Svarcove nejednakosti (1.8) imamo
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lz+yll” = (& +y,z+y)
= [z + 2 (z, y) + [lyl?
<l ll* + 2f|z[[[lyll + [ly]I*
= (ll[l + [lyI)?,
tj. Nl 4yl < llzll + [lyll. O

Dakle, novi aspekt posmatranja (ujedno i opravdanje termina ”eu-
klidski prostor R™”) prostora R"™ jeste da je to normiran prostor gdje
je norma

(1.10) o]l = vz, z) =

indukovana skalarnim proizvodom (1.9).

Euklidov prostor R" sa skalarnim proizvodom (1.9) koji indukuje
odgovarajucu euklidsku normu (1.10) (metriku ds) predstavlja osnovno
polje rada u daljem izlaganju. U tom smislu, ¢esto u odredenim situaci-
jama ne¢emo praviti razliku izmedu norme (1.10) i metrike dy koju
¢emo nadalje da oznacavamo sa d.

Na kraju ovog poglavlja navodimo primjer skalarnog proizvoda na
beskonacno dimenzionalnom prostoru C/([a, b]).

PRIMJER 1.28. Formulom

(f.g) = / F(Og(0)dt, f.g € C(la,b])

definisan je skalarni proizvod na C([a, b]) Sto se lako provjerava.
Polaze¢i od Teoreme 1.27 imamo da je na C([a,b]) norma induko-
vana gore definisanim skalarnim proizvodom data formulom

i1 = ( | b |f(t)|2dt)1/2, /e Clab),

a metrika

b 1/2
Jz(f,g)z( / !f(t)—g(t)|2dt> . g e C(lab).

Kogi-Svarcova nejednakost za f, g € C([a,b]) poprima sljedeéi oblik

[ swtva < ([ 1scora) " ([ o) "

U narednoj definiciji u prostoru R™ u kontekstu euklidske metrike
d definiSemo neke standardne geometrijske objekte (otvorena lopta,
zatvorena lopta, sfera).

(1.11)
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DEeFINICIJA 1.29. (Lopta i sfera u R") Neka je a € R" i r >
0 realan broj. Skupovi B(a,r) = {z € R"|d(a,z) < 7}, B(a,r) =
{x € R*"|d(a,z) < r} i8S a,r) = {x € R*|d(a,z) = r} nazivaju se
redom otvorenom loptom, zatvorenom loptom i sferom sa centrom u a
poluprecnika r.

KOMENTAR 1.30. Svaki od pomenutih skupova moze biti definisan
u proizvoljnom metrickom prostoru.

Primijetimo da za n = 2 otvorena lopta B(a,r) (S*(a,r)) iz prethodne
definiciji jeste zapravo krug (kruznica) sa centrom u tacki a i poluprecénika
r > 0, dok za n = 3 radi se upravo o lopti (sferi) sa centrom u tacki
a poluptecnika r (slika). Specijalno za n =1, B(a,r) = (a — r,a + 1),
B(a,r)=la—r,a+71],aS"={a—ra+r}.

Sam naziv otvorena lopta i njegova korespondencija sa nasom ge-
ometrijskom intuicijom je uslovan. Na primjer, za n = 2 posmatramo
odgovarajuce otvorene lopte B(a,r) u sluc¢aju da tretiramo metrike d;

i dw, koje su sada definisane na sljedeéi nac¢in respektivno B(a,r) =
{(x,y)||lxr —a1| + |y —az| <7} (slikazaa=0ir=1)

NGO, 1

L0 0,0

Ixl+ 1yl <1710
-1,0

i B(a,r) = {(z,y)| max{|z — ai1|, |y — az|} < r} (slika za a = 0 i
)

-1, 1) €1

0, 0)

(11 _1)

U slucaju da razmatramo prostor C'([a, b]) i metriku do, iz Primjera
1.12. za f € C([a,b]) odgovarajuca otvorena lopta je definisana sada na
nacin B(f,r) = {g € C([a,b])| max,<;<p | f(t) — g(t)| < r}. Primijetimo
da se grafici funkcija ¢ € B(f,r) nalaze u traci ”sirine” 2r grafika
funkcije f (slika ispod).

2 4 6 8 10
1.3. Topoloska struktura prostora R".

DEFINICIJA 1.31. Za skup G C R" kazemo da je otvoren ako za
svako x € G postoji § > 0 tako da je lopta B(z,r) C G.
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DEFINICIJA 1.32. Okolina tacke z € R” je bilo koji otvoren skup

G koji sadrzi tacku x. Okolina skupa A C R" je bilo koji otvoren skup
G u R" takav da je A C G.

PRIMJER 1.33. Otvorena lopta B(a, ) je otvoren skup u R™. Prema
Definiciji 1.31 potrebno je za proizvoljnu tacku x € B(a,r) pokazati
da postoji 6 > 0 tako da B(z,0) C B(a,r). Za § = r — d(z,a) (slika)
dokazujemo da je B(x,d) C B(a,r). Zaista, za proizvoljno y € B(x, )
imamo zbog svojstva nejednakosti trougla metrike d da vazi

d(a,y) <d(a,z)+d(z,y) < d(a,z)+06=r,

tj. B(x,0) C Bla,r).

PRIMJER 1.34. Skup B¢(a,r) = {x € R"|d(a,z) > r} je otvoren u
R™. Neka je € B(a,r). Pokazimo da je B(x,d) C B¢(a,r), gdje je
d =d(z,a) —r. Za y € B(z,d) prema nejednakosti (1.1) imamo da je

d(a,y) > |d(z,a) — d(x,y)| > d(x,a) — 0 =,
tj. B(z,0) C B(a,r).

TEOREMA 1.35. a) Skup R™ i prazan skup O su otvoreni skupovi u
R™.
b)Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova u R™ je otvoren skup u
R™.
¢) Presjek konacno mnogo otvorenih skupova u R™ je otvoren skup u
R™.

DokaAz. a) Da je skup R” je otvoren nije tesko provjeriti. Sa druge
strane, prazan skup () uzimamo po definiciji da je otvoren skup u R".
b) Neka je {G,|a € I} familija otvorenih skupova u R”, gdje je I neki
skup indeksa. Oznacimo sa G = U,crG, 1 neka je x € G. Tada po
definiciji unije skupova postoji neki indeks oy € I takav da =z € G,,.
Kako je po pretpostavci skup G,, otvoren to postoji r > 0 i lopta
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B(z,r) C Gq,-. Tada, B(xz,r) C G, tj. G je otvoren skup u R™.

c) Neka su G;,i € {1,...,m}, otvoreni skupovi u R" i G = N,G;.
Tada za x € G, vazi da je z € G; za svako i € {1,...,m}. Kako je svaki
od skupova G; po pretpostavci otvoren, to postoje pozitivni brojevi
ri > 0,1 € {1,...,m} takvi da lopte B(z,r;) C G;,i € {1,...,m}.
Neka je r = minj<;<,, 1;. Lopta B(x,r) pripada svakom od skupova
G;,1 € {1,...,m}, pa samim tim i skupu G. O

KOMENTAR 1.36. Uslov za konaé¢nost familje otvorenih skupova u
¢) nije moguée izostaviti. Naime, ukoliko posmatramo familiju intervala
I,k € N, gdje je I, = (a — £,b+ 1)(b > a), koji su jasno otvoreni
skupovi u (R, d), njihov presjek je N> | I,, = [a, b], skup koji nije otvoren
u prostoru (R, d).

PRIMJER 1.37. Po definiciji dokazimo da je skup A = {(z,y)|r1 <
2+ 9% <o} (0 <7y <ry) (slika) otvoren skup. Za proizvoljno = € A
i § = min{||z|| — r1,72 — ||z]|} pokazimo da B(z,d) C A. Naime, za
y € B(x,0) vazi d(z,y) = ||z —y| <9, tj. |lyl| < [|=]| +6 < ra. Dalje je

Iyl = [llzll =l = ylll > [lel =6 = r1,

tj. y € A.
Na drugi nacin, primijetimo da je A = B(0,72) N B°(0,ry), tj. A je
otvoren skup kao presjek dva otvorena skupa.

ok I
-2-10 1 2

DEFINICIJA 1.38. Za skup F, F' C R", kazemo da je zatvoren u R"
ako je skup R™\ F' otvoren u R".

PRIMJER 1.39. Jednoclan skup {a}, a € R je zatvoren jer R\ {a} =
(_007 (1,) U (CL, OO)

PRIMJER 1.40. Segment [a,b] je zatvoren skup u R jer je R\
[a,b] = (—00,a) U (b,00). U opstijoj situaciji, zatvorena lopta B(a,r)
je zatvoren skup jer R™ \ B(a,r) = B°(a,r) je otvoren skup.

PRIMJER 1.41. Sfera S"!(a,r) je takode primjer zatvorenog skupa
u R” jer R™\ " (a,r) = B(a,r) U B%a,r).

Naredna teorema predstavlja analog Teoreme 1.35.

TEOREMA 1.42. a) Prostor R™ i () su zatvoreni skupovi u R".

b) Presjek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova u R™ je zatvoren skup
u R™.
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¢) Unija konaéno mnogo zatvorenih skupova uR™ je zatvoren skup uR™.

DokAz. Dokaz za a) slijedi iz a) Teoreme 1.35. Tvrdenje b) sli-
jedi iz b) Teoreme 1.35 i De Morganovih obrazaca, naime za familiju
{F,|a € I} zatvorenih skupova F,, u R", gdje je I neki skup indeksa

vazi .
(ﬂ Fa> =JF:
acl acl

Sliéno za c) razmatramo kona¢nu familiju zatvorenih skupova F;, 1 <
1 < m, gdje je m € N neki fiksiran prirodan broj. Tada

()t
i=1 i=1

g

KOMENTAR 1.43. Uslov za konacnost unije zatvorenih skupova u
¢) nije moguée promijeniti, tj. tvrdenje ne vazi za proizvoljnu familu
zatvorenih skupova. Na primjer, za familiju zatvorenih intervala { I |k €
N}, I, = [a+1,b— 1], (b—a > 2) unija U2 I, = (a,b) je otvoren skup
u (R, d).

DEFINICIJA 1.44. Nekaje A C R"ia € R". Tada za tacku a kazemo
da je:
1) unutrasnja tacka skupa A ako postoji okolina tacke a koja (za-
jedno sa a) pripada skupu A. Skup svih unutrasnji tacaka skupa A
oznacavamo sa A° ili Int(A);
2) spoljasnja tacka skupa A ako je a unutrasnja tacka skupa R™ \ A.
Skup svih spoljasnjih tacaka skupa A oznacavamo sa Ext(A);
3) granicna tacka skupa A ako za svaku okolinu tacke a ima neprazan
presjek sa A 1 R™\ A. Skup svih grani¢nih tacaka skupa A oznac¢avamo
sa 0A;
4) tacka nagomilavanja skupa A ako se u svakoj njenoj okolini nalazi
beskonaéno mnogo tacaka iz A. Skup svih tacaka nagomilavanja (ad-
herentni skup) oznac¢avamo sa A’;
5) izolovana tacka skupa A ako a pripada A i postoji okolina tacke a u
kojoj nema drugih tacaka iz A osim a.

KOMENTAR 1.45. Iz Definicije 1.44 je jasno da je tacka a € A
izolovana ako nije tacka nagomilavanja za skup A. Primijetimo da iz
Definicije 1.44 slijedi da je skup A C R" otvoren ako i samo ako je
A= A°.

DEFINICIJA 1.46. Neka je A C R". Skup AU A’ nazivamo zatvaran-
jem skupa A (atherencija skupa A) i ozna¢avamo sa A.

Iz same Definicije 1.46 direktno slijedi naredno tvrdenje.
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TEOREMA 1.47. Neka je F C R". Tada skup F' je zatvoren ako i
samo ako sadrzi sve svoje tacke nagomilavangja, tj. vazi F' = F.

DoxkaAz. Pretpostavimo da je F' zatvoren skup. Iz relacije F' C
F U F’ jasno slijedi da je F' C F. Neka je dalje z € R*\ F. Kako je
F po pretpostavci zatvoren skup, to je R™ \ F otvoren skup i postoji
lopta B(z,d) C R™ \ F za neko 6 > 0. Zaklju¢ujemo da z nije tacka
nagomilavanja skupa F' iz € FUF' = F. Posljedi¢no F C F.

Obratno, pretpostavimo da je F' = F. Dokazimo da je G = R"\ F
otvoren skup u R". Ako je G = () dokaz je zavrsen. U protivnom,
neka je x € G proizvoljna tacka, tada postoji lopta B(x,d) koja sadrzi
kona¢no mnogo tacaka iz F' koje su razli¢ite od zx ili ih nema. Ukoliko
je B(z,r) N F = {x1,....,xn}, neka je r = mini<;<n{||x — x;||}, pa
B(z,r)NF =0, tj. B(xz,r) C G. O

KOMENTAR 1.48. Drugi na¢in da okarakterisemo skup F jeste da
je to najmanji zatvoren skup koji sadrzi dati skup F. Napomenimo
da je prethodni pojam najmanji skup dat u smislu skupovne inkluzije,
tj. ako je C C R" zatvoren skup takav da je F C C, onda F C C.
Drugadije rec¢eno, F je presjek svih zatvorenih skupova u R” koji sadrze
skup F.

KOMENTAR 1.49. Primijetimo da je AUA" = AUJA = A, tako i
drugi naziv za zatvaranje skupa A je atherencija skupa A.

PosrieDpICA 1.50. Skup F C R" je zatvoren ako i samo ako sadrZi
sve svoje tacke nagomilavanja.

1.4. Topoloski prostor. U nastavku navodimo definiciju topolo—
skog prostora ¢ime i opravdavamo naslov ove glave.

DEFINICIJA 1.51. Neka je 7 familija podskupova na skupu X pri
¢emu vazi:
1)X i 0 pripadaju 7.
2)Proizvoljna unija elemenata iz 7 pripada 7.
3)Konacan presjek elemenata iz 7 pripada 7.
Tada za ureden par (X, 7) kazemo da je topoloski prostor, a familiju 7
nazivamo topologijom na X.

U topoloskom prostoru X elementi familije 7 su otvoreni skupovi,
a njihovi komplementi su zatvoreni skupovi. Slicno se definisu i ostali
pojmovi poput, primjera radi, okoline tacke. Naime, za proizvoljnu
tacku x € X, okolina tacke x je svaki element V' € 7 za koji x € V.

PRIMJER 1.52. Trivijalan primjer topoloskog prostora je X = 0 i
7 = (). Takode, za proizvoljan neprazan skup X ukoliko je 7 = P(X),
tj. partitivni skup od X, (X, 7) je takode primjer topoloskog prostora,
gdje je data topologija 7 u smislu inkluzije najveé¢a moguéa na skupu
X.
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PrRIMJER 1.53. Na skupu X = {a,b,c,d, e} sa
T ={X,0,{c,d},{a,c,d}, {b,c,d, e}}
zadata je jedna topologija.

PrRIMJER 1.54. Ukoliko je X = R"™ i 7 skup svih otvorenih skupova
u R”, onda je na osnovu prethodno navedenih svojstava otvorenih
skupova jasno da je par (R" 1) je topoloski prostor. Za topologiju
7 kazemo da je prirodna ili standardna topologija na R"™ indukovana
(generisana) euklidskom normom.

NAPOMENA 1.55. Kao $to je ve¢ reteno na svakom metrickom pros-
toru (X, d) mogucée je definisati familiju svih otvorenih podskupova 7
koja na taj nacin daje topoloski prostor (X, 7). Za topologiju 7 rekli

bismo da je generisana metrikom d.

Da rezimiramo na primjeru (R”, 7), polaze¢i od skalarnog proizvoda
(1.9) na R™ definisemo euklidsku normu na R"™, zatim na osnovu Teo-
reme 1.14 imamo da je (R", d) metricki prostor i na kraju dolazimo do
topoloskog prostora (R",7), gdje je 7 familija svih otvorenih skupova
u R™.

PRIMJER 1.56. Za topoloski prostor (X,7), X # 0 i1 = P(X),
primijetimo da je topologija 7 generisana tzv. diskretnom metrikom

1, =z
o) ={ g 27

Za proizvoljno z € X imamo da je B(z,1) = {y|d(x,y) < 1} = {z}.
Dakle, svaka tacka u X u diskretnoj topologiji 7 je istovremeno otvoren
i zatvoren skup.

1.5. Indukovana ili relativna topologija. Ukoliko je (X, 7) to—
poloski prostor i Y C X, tada sa

(1.12) v ={UNY|U €1}

je definisana takode topologija na Y, sto se lako provjerava. Naime,
HleniY=YNXEmr.
2) Ako jed' = {U,NY|U, € T,a € I} proizvoljna familija skupova iz
Ty, tada Uaer(Uy NY) = (UaerUq) NY, takode pripada 7y buduéi da
je UQGIUCX (S
3) Za proizvoljnu kona¢nu familiju 4" = {U;NY|U; € 7,i € {1,...,m}}
presjek N, (U; NY) = (N™,U;) NY pripada 7y zbog ¢injenice da je
ﬁ:ilUi cT.

Tako dolazimo do definicije topoloskog potprostora.

DEeFINICIJA 1.57. Neka je (X, 7) topoloski prostor i Y C X. Tada
par (Y, 7y), gdje je 7y definisana sa (1.12), nazivamo topoloskim pot-
prostorom topoloskog prostora X. Za topologiju 7y kazemo da je in-
dukovana ili relativna topologija na Y.
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PRIMJER 1.58. Polazimo od (R?, 7), gdje je 7 standardna topologija
euklidske ravni. Za R C R2, indukovana topologija g je standardna
topologija na R. Medutim, otvoren skup, tj. element iz 7x ne mora da
bude otvoren u R2, tj. element topologije 7. Primjera radi, otvoreni
interval (a,b) jeste element topologije Tr, a o¢igledno nije otvoren u
standardnoj topologiji euklidske ravni R2.

Posljednji primjer prirodno namece pitanje za kakve Y C R", otvoren
skup topoloskog prostora Y ((Y, 7)) bi¢e otvoren u R™ ((R", 7)). Odgovor
dajemo u narednoj teoremi, a dokaz ostvaljamo za vjezbu ¢itaocu.

TEOREMA 1.59. Neka je Y C R"™, pri cemu je na R™ definisana
standardna topologija 1. Tada:
a) Skup A CY je otvoren u'Y (element topologije Ty ) ako i samo ako
postoji otvoren skup U iz R™ takav da je A=Y NU.
b) Da bi svaki skup A koji je otvoren u'Y bio otvoren u R™ potrebno je
1 dovoljno da Y bude otvoren u R™.

PRIMJER 1.60. Ako je [a, b] zatvoren segment realne prave R, prim-
ijetimo da su u indukovanoj topologiji (iz R) na [a, b] polusegmenti ob-
lika [a,c) (c,b] kao i intervali (¢, d) (a < ¢ < d < b) otvoreni skupovi u
la, b].

1.6. Konvergencija nizova u R".

DEFINICIJA 1.61. Za niz {zg}r>1, v, € R tacaka kazemo da kon-
vergira ka tacki x € R" ako za svaku okolinu U tacke x postoji prirodan
N € N, takav da je x; € U za svako k > N.

Definicija 1.61 predstavlja prirodno uopstenje definicije konvergen-
cije niza realnih brojeva iz Analize 1. Interesantno je zapaziti da je
konvergencija niza u prethodnoj definiciji data u terminima otvorenih
skupova.

Konvergeniciju niza {xy } x> iz Definicije 1.61 zapisujemo standardno

lim z;, = z.
k—o00

Imajuéi u vidu da za okolinu U iz Definicije 1.61 mozemo da uzmemo
loptu B(0, €) dolazimo do poznatog "e — N” zapisa za konvergenciju

niza{:z:k}kzl, tJ

(1.13) (Ve > 0)(3IN € N)(Vk e N)(k > N = d(xg, x) < ¢).

Primijetimo da zapis (1.13) zapravo znacéi da =, — x,k — oo ako i
samo ako limy_,o d(xg, z) = 0.

Ukoliko oznacimo sa xj, = (z¥,...,2%) i * = (21, ...,7,), postavlja
se prirodno pitanje da li konvergencija niza u prostoru R™ povlaci kon-
vergenciju po koordinatama i obratno. Odgovor se sastoji u odnosu
metrika d i dy, (ili dy) (vidjeti Primjer 1.5), tj. koriste¢i nejednakosti
(1.5) lako dolazimo do sledeceg rezultata.
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TEOREMA 1.62. Neka je {zg}r>1, vx € R" i x € R". Tada
zp — 1,k — 00 e af = x k=00 za i€ {1,.,n}.

NAPOMENA 1.63. Konvergenciju niza {z,},>1 moguce je definisati
i u proizvoljnom metrickom prostoru (X, J)

Tako za niz {x, }n>1, ¥, € X kazemo da konvergira ka tacki z € X
ako za svako € > 0 postoji prirodan broj N € N takav da ci(:xn, x) <€
za svaki prirodan broj n takav da n > N, tj.

(Ve > 0)(AN € N)(Yn € N)(n > N = d(z,, ) < €).

DEFINICIJA 1.64. Neka su A, B C R". Kazemo da je skup A gust
u skupu B ako je B C A. Ako je A =R", onda kazemo da je A svuda
gust u R”.

Drugacije receno, skup A je gust u skupu B ako je svaka tacka
skupa B tacka nagomilavanja skupa A.

PRIMJER 1.65. Skup racionalnih brojeva @) je svuda gust u R.

PRIMJER 1.66. Koriste¢i Teoremu 1.62 zakljucujemo da je Q™ svuda
gust u R". Sa druge strane skup Q" nije zatvoren u R" sto jasno slijedi
iz Teoreme 1.47 i Cinjenice da je Q" = R".

DEFINICIJA 1.67. Za metricki prostor (X, d) kazemo da je separa-
bilan ako sadrzi najvise prebrojiv svuda gust podskup.

PrRIMJER 1.68. Kako je Q™ prebrojiv i svuda gust u R", to je euk-
lidski prostor R™ separabilan metricki prostor.

1.7. Neprekidnost funkcija vise promjenljivih.
Granicna vrijednost funkcije

U fokusu razmatranja ovog poglavlja nalaze se funkcije vise prom-
jenljivih f definisanih na nekom podskupu A C R", bilo da su one
realno vrijednosne f : A — R (skalarne funkcije) ili da su u pitanju
funkcije sa vrijednostima u visedimenzionalnim prostorima f : A —
R™ m > 1 (vektorske funkcije). Vektorske funkcije f: A — R™ stan-
dardno zapisujemo f = (f1,..., fm), gdje su f; : R* = R, i € {1,...,m}
skalarne funkcije. U tekstu koji slijedi standarno navodimo prvo defini-
ciju grani¢ne vrijednosti funkcije u tacki i potom vise ekvivalntnih
definicija neprekidnosti funkcije. Osnovna ideja neprekidnosti preslika-
vanja x — f(x), da za mala pomjeranja tacke x u efektu imamo takode
mala pomjeranja tacke f(x), bi¢e prezentovana u kontekstu topoloskih
i metrickih prostora imajuci u vidu uvijek osnovni slucaj f : R* — R™.
Naredna definicija odnosi se na pojam granicne vrijednosti funkcija vise
promjenljivih.

DEFINICIJA 1.69. Neka su A C R", a € R" je tacka nagomilavanja
skupa Ai f : A — R" Za tacku b € R™ kazemo da je grani¢na
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vrijednost funkcije f u tacki a € R" ako za svako € > 0 postoji 6 > 0
tako da za svako z € A takvodaje 0 < ||z—al| < d vazi || f(x)—f(a)| <
€.

Simboli¢no zapisano

lim f(z) = 0.

T—a
Primjec¢ujemo da je definicija grani¢ne vrijednosti funkcije vise promi—

jenljivih u direktnoj koorespondenciji sa definicijom grani¢ne vrijed-
nosti realno vrijednosne funkcije f : A € R — R sa razlikom §to je
metrika u R zamijenjena euklidskom metrikom u R™. Takode, osnovne
osobine grani¢nih vrijednosti funkcije u tacki izvodimo analogno odgo-
varaju¢im osobinama grani¢nih vrijednosti realno vrijednosnih funkcija
definisanim na R. Primjera radi, ako je a € R" tacka nagomilavanja
skupa A CR"i f: A— R™ g: A— R™ su funkcije koje imaju
grani¢ne vrijednosti b; € R™ i by € R™ u tacki a respektivno, tada

lim (f(2) + g(x)) = by £ by.

Ukoliko, na primjer, pod gornjim pretpostavkama uz ogranicenje da se
radi o skalarnim funkcijama, tj. da je m = 1 i ako pretpostavimo da
postoje granicne vrijednosti funkcija f i ¢ u tacki a, onda imamo da
vazi

lim (f(2)g(z)) = lim f(z) lim g(z).
Sliéno, pod prethodnim pretpostavkama zadrzavajuéi uslov m = 1 ako
jeg(z) #0zax € Ailim, ,,g(x) # 0 imamo

o @) _ lima £(2)
v=a g(z)  limg,_, g(x)
Poznato je da ekvivalentna definicija grani¢ne vrijednosti u tacki re-
alno vrijednosne funkcije definisane na R data i preko Hajneove defini-
cije. Situacija je identi¢na u slucaju funkcija vise promjenljivih.

TEOREMA 1.70. (Hajneova definicija grani¢ne vrijednosti)
Neka je A CR", a € R" je tacka nagomilavanja skupa A i f : A — R™.
Za tacku b € R™ kaZemo da je granicna vrijednost funkcije f u tacki
a € R" ako i samo ako za svaki niz tacaka {xy}r>1 iz skupa A koji
konvergira ka tacki a niz f(xy) konvergira ka b kada k — oo.

Definicija neprekidnosti funkcije vise promjenljivih u tacki slijedi
neposredno iz Definicije 1.69.

DEFINICIJA 1.71. Neka je A C R", a € A je tacka nagomilavanja
skupa Ai f: A — R™. Funkcija f je neprekidna u tacki a ako i samo

ako limas, ., f(x) = f(a).

U nastavku dajemo topolosku definiciju neprekidnosti funkcije koju
navodimo u opstijoj situaciji gdje euklidske prostore R™ i R™ zamijen-
jujemo sa topoloskim prostorima (X, 7,) 1 (Y, 7,).
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DEFINICIJA 1.72. Neka su (X, 7,) i (Y, 7,) topoloski prostori, A C
X,a€e Ai f: A—Y. Za preslikavanje f kazemo da je neprekidno u
tacki a ako za svaku okolinu V tacke f(a) postoji okolina U tacke a
takva da

fUNA)CV.

Primijetimo da se prethodna definicija odnosi na neprekidnost funkcije
f u tacki a u odnosu na relativnu topologiju na A.

Obrazlozimo Definiciju 1.72 u terminima "€ — §” definicije i euklid-
skih prostora R™ i R™ uzimaju¢i konkretno da je okolina V' lopta sa
centrom u f(a) polupreénika ¢ > 0, a U = B(a, ).

DEFINICIJA 1.73. Neka A CR", a € Ai f: A— R™. Za funkciju
f kazemo da je neprekidna u tacki a ako za svako € > 0 postoji § =
d(a,e) > 0 tako da za svako = € A za koje je ||z — al|| < d vazi || f(z) —

@)l <e tj.
(Ve > 0)(F0(e,a) > 0)(Ve € A)(||z — al| <0 = ||f(x) — fla)]| < e).

DEFINICIJA 1.74. Neka A C R" i f : A — R™. Za funkciju f
kazemo da je neprekidna na A ako je neprekidna u svakoj tacki a € A.

KoMENTAR 1.75. Ukoliko je f skalarna funkcija iz Definicije 1.74,
onda koristimo zapis f € C(A). Sa druge strane, ako je f : A — R™
vektor funkcija u upotrebi je i zapis f € C(A;R™).

TEOREMA 1.76. Neka ACR", f: A—R™if=(f1,..., fm) Tada
f € C(AR™) ako i samo ako f; € C(A),i € {1,...,m}.
DokAz. Dokaz tvrdenja slijedi direktno iz nejednakosti

m 1/2 m
|fi(z) = fily)] < (Z(fi(%‘) - fi(y))2> < Z |fi(z) = fi(y)l;
za x,y € A. Il

PRIMJER 1.77. Konstantna funkcija f : R" — R™, f(x) = b,x €
R", je primjer neprekidne funkcije. Jasno da u proizvoljnoj tacki o € R
i za proizvoljno e > 016 > 0zax € R" iz ||z — x| < 0 imamo da vazi

| f(z) = f(zo)|| =0 < e

PrRIMJIER 1.78. Identitet funkcija, f : R" — R™, f(z) = x je
neprekidna funkcija na R™. Za proizvoljno zo € R"ie > 0,za d =€
za svako x € R" iz ||z — x| < d slijedi || f(zo) — f(z)]| = ||z — x0]| < €.

PRIMJER 1.79. U ovom primjeru dokazujemo neprekidnost funkcije
proizvoda f(x,y) = zy. Neka je (2o, o) € R? i € > 0. Neka je ||(z,y) —
(x0,%0)]| < 0, tada jasno da je ||(x,y)]| < & + ||(x0,yo)||. Izabra¢emo §
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posto ocijenimo razliku
|f(z.y) — [0, yo)]
= |2y — xyo + Yo — Toyo|
< |y = yollz| + |z — @ol|yo]
< Vlz = o2 + |y — yoPvV/]2]? + [yol?
<Vl — 2o + [y — yo v/ (|20, yo) | + 6)2 + [[ (o, yo) I

Dakle, mozemo da izaberemo 6 tako da v/20(d+]| (2o, 40)||) < €. Rjesavajuéi
l[(z0,y0) 2 +2v2e—]| (z0,y0) | )
5 .

prethodnu nejednaé¢inu nalazimo da je § € (0,

PRIMJER 1.80. Norma na euklidskom prostoru R™ posmatrana kao
funkcija f(z) = ||z||, « € je neprekidna. Naime, iz ve¢ dokazane nejed-
nakosti

)l = llylll < [lz —yll, 2,y € R",
za normu || - || na prostoru R", za prozivoljno € i x € R™ uzimajudi
da je § = e dobijamo da za y € R™ za koje je ||z — y|| < ¢ slijedi
[f(z) = fy)] =llz -yl <e

PRIMJER 1.81. Preslikavanje p; : R* — R, i € {1,...,n} definisano
na na¢in p;(xy,...x;, ..., T,) = x; nazivamo i—tom projekcijom. Nejed-
nakost

pi(z) = pi(y)| < llz —yll,z,y € RY,
implicira da je p; neprekidno preslikavanje na R".

Na ovom mjestu navedimo jednu znac¢ajnu osobinu preslikavanja
pi. Ako je G C R" otvoren skup, onda ¢e i p;(G) biti otvoren skup
na R (provjeriti). U opstem, preslikavnja f : R" — R™ koja otvorene
skupove slikaju na otvorene skupove nazivaju se otvorenim preslika-
vanjima.

PRIMJER 1.82. Skalarni proizvod (-, -) na euklidskom prostoru R™
posmatran kao funkcija od jednog argumenta (drugi je fiksiran) je
neprekidna funkcija. Neka je b € R™ i f(x) = (x,b) . Pretpostavimo da
je b # 0, u protivnom f = 0. Za proizvoljno x € R" i ¢ > 0 birajudi
da je 6 = miT Za svako y € R kad god je lx — y|| < ¢ na osnovu

Kogi-Svarcove nejednakosti vazi
|f(@) = f(y) = [{z,0) = (y,b) | = | (z — v, )|
<z —ylllIo]] <e.
PRIMJER 1.83. Funkcija
Sy (2,9) £ (0,0)
:L" — $2+y2’ b) b b
fo9) { 0, (2.y) = (0,0).

nije neprekidna u tacki (0,0). Naime, prema Definiciji 1.71 potreban i
dovoljan uslov neprekidnosti funkcije f u tacki (0,0) jeste da f mora da
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ima grani¢nu vrijednost u tacki (0,0) jednaku f(0,0) = 0. Dalje, prema
Teoremi 1.70 neprekidnost funkcije f u tacki (0,0) povlaci da za svaki
niz (z,, y,) koji konvergira ka (0,0) mora da bude lim,, . f(zn,yn) =
£(0,0). Medutim, birajuéi niz (z,,y,) = (+,1), n € N koji evidentno
konvergira ka (0,0) imamo da je

lim f(z,y,) = lim 2 = 2 £ £(0,0),
n—soo n—o0 5 2
tj. f nije neprekidna u tacki (0, 0).

Dacemo i topoloski argument za prekid funkcije f u tacki (0,0).
Ako bi funkcija f bila neprekidna u tacki (0,0), onda za svaku okolinu
V tacke f(0,0) = 0 postoji okolina U tacke (0,0) takva da f(U) C V.

1

Za 0 < € < 5 i okolinu V' = (—¢,¢) uz pretpostavljenu neprekidnost

funkcije f u tacki (0,0) postoji okolina U tacke (0,0) takva da
(1.14) fU)cw

Medutim, kako je U otvoren skup u R? to postoji & > 0 i lopta sa
centrom u (0,0) koja pripada U, tj. B(0,d) C U. Tada prava y = x
ima neprazan presjek sa B(0,0). Prema tome, ako ozna¢imo sa A =
{(z,x)|x € R} imamo

1
fAnU) =3
sto je kontradikcija zbog (1.14).

Primijetimo da u posljednjem primjeru postoje tzv. ponovljene
grani¢ne vrijednosti funkcije f u tacki (0,0). Konkretno,

s . s . Ty B

ly = lim (lim (x,y)) = lim <lim i) = 0.

y—0 \z—0 z—0 \ y—0 x2 —+ y2

(1.15)

Dakle, uprkos ¢injenici da postoje ponovljene grani¢ne vrijednosti funkcije
f u tacki (0,0) i da su one jednake, funkcija f nije neprekidna u (0, 0).

Sljedeéi primjer pokazuje da je mogué i obrat. Preciznije, funkcija
moze da bude neprekidna u tacki, a da nema ponovljenu granicne vri-
jednost u toj tacki.

PRIMJER 1.84. Funkcija f : R? — R,

zsint+y, y#0,2eR,
gj’ = Y
f(y) { 0, (2,9) = (0.0).

je neprekidna u tacki (0,0) sto slijedi iz nejednakosti 0 < |f(z,y)| <
lz| + |y| 1 zato je

lim )f(:c,y) = 0.

(2,y)—(0,0
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Sa druge strane,

1
lo = lim (lim f(q:,y)) = lim (limxsin— + y) = lin%y =0,
Yy—

y—0 \xz—0 y—0 \ z—0 Yy
a [ ne postoji iz razloga sto ne postoji lim sin &
1 e postoj g postoji lim, o sin .

U narednoj teoremi dajemo odgovor na pitanje kada postoje pono—
vljene grani¢ne vrijednosti funkcije u tacki u kojoj je neprekidna.

TEOREMA 1.85. Neka je f : A C R? — R, gdje A = {(z,y)[0 <
(x —20)® + (y — yo)* < r} i pretpostavimo da postoji graniéna vrijed-
nost im (g y)—(wo.w0) [ (T, ¥) = 1 1 2za svako y # yo, |y — yo| < 7, pos-
togi lim, ., f(z,y) = ¥(y), tada postoji ponovljena graniéna vrijednost
lim,_,, (limg—s, f(x,y)) @ vaZi

lim (lim f(q:,y)) = lim ¢¥(y) = [.
Y—Yo \ T—To Y—Yo

KOMENTAR 1.86. Razmatrane su ponovljene grani¢ne vrijednosti
za funkcije od dvije promjenljive. Na isti nac¢in definiSemo i ponovljene
granicne vrijednosti za funkcije od n promjenljivih, n > 2.

PrRIMJER 1.87. Funkcija

[ B (my) #0,0),
o) = e

je neprekidna u tacki (0,0) duz svake prave koja prolazi kroz koor-
dinatni pocetak. Zaista, za fiksiran parametar o € [0,27) i pravu
x = tcosa, y = tsina, t > 0 (a je ugao koji ta prava zaklapa sa
pozitivnim dijelom z—ose) imamo

13 cos? asin «

lim r,y) = lim = 0.
(z,y)—(0,0) J(@.y) t—0 t4 cost v + 2 sin® v

Funkcija f ipak nije neprekidna u (0,0). Na primjer, za okolinu V'
nule u R, V = (—¢,¢) gdje 0 < € < % i proizvoljnu okolinu U tacke

(0,0) imamo i
f(BNU) = %, B = {(z,2%)|r € R}

tj. za svaku okolinu U tacke (0,0) imamo da f(U) ¢ V (slika). Funkcija
f, prema dokazanom, je neprekidna u tacki (0,0) po svakom praveu,
dok ako tezimo ka (0, 0) po paraboli y = z? funkcija ima prekid u (0, 0).

PRIMJER 1.88. Neka je A : R® — R™ linearno preslikavanje. Kao
Sto je poznato dejstvo linearnog preslikavanja A na vektorskom pros-
toru R™ je jedinstveno odredeno matricom datog preslikavanaja, koju
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¢emo oznaciti isto sa A,

a1 @12 ... Qip

921 a9y ... QAon,
A=

Am1 Ap2 ... Amn,

gdje se u kolonama nalaze koordinate slika baznih vektora A(e;),i €

{1,...,n}.
Tada za proizvoljno = € R" Az = y vektor y = (y1,...,Ym) je
odreden sa

n
Yi = Zai]’m]’, 1€ {1, ,m}
j=1

U nastvaku za proizvoljno izabrano x € R” primijetimo da koristeci
Kosi-Svarcovu dobijamo

L= (S (Z a:)

i=1 \j=1

() ()

. (iz) el

i=1 j=1

1/2

(1.16)

IN

1/2
Oznacimo sa C = (ZZ’ZI > i1 a%) . Ukoliko je C' = 0 preslikavanje
se trivijalno svodi na nulto, inace za proizvoljno x € R™ i € > 0 birajuci

_ € 3
0= Tio lmamo

(1.17) [Az — Ay[| = |A(z —y)[| < Clle —yll <€

za svako y € R" takvo da ||y — z|| < d. Time je dokazana neprekidnost
linearnog preslikavanja A na R™.

Primijetimo da prema uvedenoj definiciji norme linearnog preslika-
vanja (1.5) iz Primjera 1.22 dokazali smo da je

4] < (iz) "

i=1 j=1

PRIMJER 1.89. Izometrija metrickih prostora Neka su (X7, d;)
i (X3, dy) metricki prostori i f : X7 — X, je bijekcija sa svojstvom

dy(f(z), f(y)) = di(x,y), (da ”¢uva rastojanje”)

onda za preslikavanje f kazemo da je izometrija metrickih prostora
(X1,dy)1 (X, dy). Za prostore (X1, d;) i (X2, ds) pod prethodnom pret-
postavkom kazemo da su izometricni.
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Lako se utvrduje da je izometrija f neprekidno preslikavnje prostora
(X1,d1) u (X3,dz). Naime, za proizvoljno € > 0 i proizvoljnu tacku
r € Xy, jasno da f(B(x1,5)) C B(f(x1),€).

Sli¢no kao i za neprekidne realno vrijednosne funkcije definisane na
R vazi sljedeca teorema.

TEOREMA 1.90. Ako su funkcije f,g: A CR"™ — R neprekidne na
A, onda:
a)funkcija f(x) £ g(x) je neprekidna na A;
b)funkcija f(x)g(x) je neprekidna na A;
f(@)

c) funkcija 9 Je neprekidna na A \ {z]g(x) = 0}.

TEOREMA 1.91. Neka su ACR", BCR"t1CCRPif:A— B,
g: B — C. Ako je funkcija f neprekidna u tacki a € A, a funkcija g
neprekidna u tacki b = f(a), onda je kompozicija funkcija h = go f
neprekidna u tacki a.

DokAz. Za proizvoljno € > 0 zbog neprekidnosti funkcije g u b =
f(a) postoji § > 0 takvo da za svako y € B za koje je ||y — b|| < § vazi
llg(y) — g(b)|| < e. Slicno, za dato 6 > 0 zbog neprekidnosti funkcije f
u tacki a postoji 4y > 0 tako da za svako x € A za koje je ||z — a|| < o
vazi da je || f(x) — b|| < d. Da sumiramo, za dato ¢ > 0 postoji §o > 0
tako da iz ||z — a|| < o imamo da je ||g(f(z)) — g(f(a))|| <€, tj. h je
neprekidna u tacki a. O

PRIMJER 1.92. Preslikavanje f : R® — R3,
f(z,y,2) = (xy, SV Ly x)
bi¢e neprekidno na R3 ako i samo ako su koordinatne funkcije fi(z,y, 2) =
zy, folz,y, z) = e i fy(z,y, z) = z+x neprekidne skalarne funkcije
na R3.

Tako za fankeiju fi, fi = w1 o o1, adie @i(5,,2) = (1,9), o
Y1(z,y) = wy. Funkcija 1, je projekcija iz R? na R?, jasno radi se
o linearanom preslikavanju ¢ije dejstvo u matricnom obliku mozemo
da zapiSemo na nacin

x
1 00
1/11(x,y,z) - |: 010 :|

Dakle, funkcija f; je neprekidna R3 kao kompozicija neprekidnih funkcija
Yy € C(R?) (Primjer 1.88) i ¢; € C(R?) (Primjer 1.78). Sli¢no,
f2 = 1/}2 © P2, nge ¢2(=’7U) = e”, 902((x7y72)) = H(:L‘aya Z)HZ Funkcjja
f2 € C(R?) jer o € C(R) kao elementarna funkcija, a oy € C(R?)
(Primjer 1.80). Slicno je f3 € C(R3) jer fs = p; + p3, a projekcije
p1, p2 € C(R3) (Primjer 1.81), ili na drugi nacin zapisano f3((z,y,2)) =
((x,y,2),(1,0,1)), tj. funkciju f3; mozemo da tretiramo kao funkciju
skalarnog proizvoda sa fiksiranim argumentom i iz istog razloga je
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f3 € C(R3?) (Primjer 1.82). Na kraju, na osnovu Teoreme 1.76 imamo
da je f € C(R*R?).

PRIMJER 1.93. Za funkciju

o= 0 020,
0, zy=0,
nije tesko provjeriti da je dobro definisana i neprekidna van koordinat-
nih osa.
Funkcija f(z,y) je neprekidna u proizvoljnoj tacki (x,0), z > 0, a
ima prekid u tackama (x,0), z < 0 (provjeriti). Sli¢no se provjerava
da funkcija ima prekid u svakoj tacki oblika (0,y).

PRIMJER 1.94. Za polinom od n promjenljivih stepena m, P,
R" - R

Po(xy,..,z,) = Z Conoon T X0 Cayom € Ry € NU{O}

041'2072121 a; <m

koriste¢i slican argument kao u Primjeru 1.92 pokazujemo da je neprekidna
skalarna funkcija na R™.

DEFINICIJA 1.95. Nekaje A CR™1i f: A — R™. Za preslikavanje f
kazemo da je ravnomjerno neprekidno na A ako za svako € > 0 postoji
d > 0 tako da za svako z,y € A iz ||z —y|| < 0 slijedi || f(x)— f(y)]| <,
t].

(Ve > 0)(35 > 0)(Va,y € A)([|lx — yH <o = [[f(@) = fW)l <)

PRIMJER 1.96. Funkcija f(x,y,2) = /z*+ y?> + z* je neprekidna

na R3, ali nije ravnomjerno neprekldna Naime, za nizove z,, = (0,n +
1.0), y» = (0,n,0) nije tesko utvrditi da ||z, — y,|| = 0, n — o0, a sa

drugestraneje|f(0n+ ,0) — f(O,n,O)|:@/2+#Z\/§.

TEOREMA 1.97. Neka su ACR" i BCR" i f: A— B. Tada su
sljedeca tvrdenja ekvivalentna:
a) funkcija f je neprekidna na A;
b) inverzna slika f~1(GQ) svakog otvorenog skupa G u B je otvoren skup
u A;
c) inverzna slika f~Y(F) svakog zatvorenog skupa F u B je zatvoren
skup u A,

DOKAZ. a) = b) : Neka je f neprekidna funkeija na A i G otvoren
skup u B. Tada postoji otvoren skup G u R™ tako da G = GNB. Ako je
f~YHG) = 0 tvrdenje je dokazano, stoga pretpostavimo da a € f~1(G).
Tada f(a) € G, a kako je G otvoren skup, to postoji r > 0 tako da
lopta B(f(a),r) C GiV = B(f(a),r)N B C G. Neprekidnost funkcije
f povlaci da postoji okolina U tacke a u A takva da je f(U) C V, sto
macidaU C f~(V) C f~1(G). Prema tome, pokazali smo da za tacku



1. METRICKI PROSTOR 28

a postoji okolina U u A koja pripada f~}(G), tj. f~'(G) je otvoren
skup u A.

b) = a) : Neka je a € A ineka je V proizvoljna okolina tacke f(a) u
B. Skup f~'(V) je otvoren u A po pretpostavci tvrdenja iz b), a kako
je a € f~4V) imamo da je f~'(V) okolina tacke a. Sa druge strane,
f(f~4(V)) C V paje f neprekidna u a, odnosno f je neprekidna na A.

b) = ¢) : Bududi da je skup B\ F otvoren skup, to je f~'(B\ F) =
A\ f7Y(F) otvoren skup po pretpostavci tvrdenja b) odnosno f~!(F)
je zatvoren. Analognim rezonovanjem slijedi obratno tvredenje. U

NAPOMENA 1.98. Napomenimo da neprekidno preslikavanje ne mora
da bude otvoreno, tj. da slika otvorene skupove na otvorene. Kao prim-
jer navodimo funkciju f(z) = sin < definisanu na A = (0, 00) koja je
evidentno neprekidna na A, a f((0,1)) = [—1,1].

DEFINICIJA 1.99. Neka su A, B C R". Za preslikavanje f : A - B
kazemo da je homeomorfizam ako je f bijektivno preslikavanje i f i
f~! su neprekidna preslikavanja. Za skupove A i B kaZemo da su
homeomortni.

KOMENTAR 1.100. Iz same Definicije 1.99 slijedi da je preslikavanje
f neprekidno i otvoreno istovremeno. Ako su dva topoloska prostora
(X, 7)1 (Y, 72) homeomorfna, onda je skup A C X otvoren (zatvoren)
ako i samo ako je f(A) otvoren (zatvoren) u Y (topologiji 72). U
odredenom smislu, homeomorfizam kao preslikavanje igra ulogu medu
topoloskim prostorima koju ima izomorfizam kao preslikavanje ima u
kontekstu algebarskih struktura.

PRIMJER 1.101. Pokazimo da je skup A = {(z,y, 2)|2*+y? < z,z >
r?+y?, r+y+2z < —5} otvoren. Sam skup A mozemo da predstavimo
na nac¢in A = A; N Ay N Az, gdje je A1 = {(z,y,2)[2* + y* < x},
Ay = {(z,y,2)|z > 2*+y*}, A3 = {(z,y, 2)|r+y+2+5 < 0}. Skupove
A; i € {1,2,3} zapisimo dalje

Ar = {(z,y. 2)lp1(w,y, 2) < 0} = 7 ((—00,0));
AQ = {(x,y,z)|g02(x,y, Z) < 0} = 902_1((_0070));
A3 = {(:E,y,z)|g03(:v,y, Z) < 0} = 90371((_0070))7

nge 801(%%2) = z° + y2 -, (,02($,y,2’) = z° + y2 —z1 (p3($,y,2) =
r+y+ 2+ 5 Kako su @1, 92,035 € C(R?), to su skupovi A; 1 €
{1,2, 3} otvoreni kao inverzne slike otvorenog skupa (—o0,0) u R pri
neprekidnim preslikavanjima ¢; i € {1,2,3} respektivno. Skup A je
otvoren kao presjek konacnog broja otvorenih skupova.

1.8. Kompletnost. Banahova teorema o nepokretnoj tacki

Kao $to nam je poznato svaki Kosijev ili fundamentalni niz u R
je konvergentan. Navedeno svojstvo prostora R predstavlja jedno od
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fundamentalnih svojstava realne prave. Po veé¢ ustaljenom modelu do
sada pomenuto svojstvo razmatramo i u slucaju euklidskog prostora
R". Naredne definicije date su u terminima metrickih prostora.

DEFINICIJA 1.102. Niz tacaka {x,},>1 metrickog prostora (X, d)
je Kosijev niz ako za svako € > 0 postoji ng € N tako da za indekse
n,m > ng vazi d(z,, r,) < €. Zapisano simbolicki

(Ve > 0)(3ng € N)(Ym,n € N)(m,n > ng = d(p, Tm) < €).

DEFINICIJA 1.103. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako svaki
Kosijev niz iz X konvergira u njemu.

PRIMJER 1.104. Poznati primjer kompletnog metrickog prostora iz
Analize 1 je (R, d).

PRIMJER 1.105. (Metricki prostor (R", d) je kompletan) Metri-
¢ki prostor (R™,d) je takode kompletan. Naime, ako je {zy}r>1 (zx =
(2%, ...,2%)) Kogijev niz u R", onda ¢e zbog Teoreme 1.62 svaki od
nizova realnih brojeva {xf}i>y, i € {1,...,n} biti Kosijev niz u R
pa prema tome i konvergentan u R, tj. postoji limy o 2F = 3,1 €
{1,...,n}. Tada opet zbog Teoreme 1.62 vazi da x, — z,k — oo u
metrici d prostora R", tj. (R™,d) je kompletan metricki prostor.

PRIMJER 1.106. Skup Q" nije kompletan u (R",d), §to se moze
provjeriti uzimajuéi, na primjer, tacku (1, g, ...,qn) (za slucaj da je
n > 1) gdje su ¢;,2 < i < n fiksirani racionalni brojevi, dok je z; €
R\ Q. Kako je skup Q gust u R to postoji neki niz racionalnih brojeva
{¢’};>1 takav da lim;_, ¢/ = 1. Tada {(¢’, g2, ..., gn) };>1 je ocigledno
Kosijev niz u Q™ koji konvergira ka tacki (z1, go, .., ¢,) koja ne pripada
Q.

Primijetimo da u posljednjem primjeru skup Q" nije zatvoren u R"
u ¢emu bi se mogao naslutiti razlog zasto dati prostor nije kompletan.
Sledeca teorema daje odgovor u opstijoj situaciji tretirajuc¢i metricki
prostor (X, d) umjesto (R™,d).

TEOREMA 1.107. Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i Y C
X. Tada metricki potprostor (Y,d) je kompletan ako i samo ako je'Y
zatvoren skup u X.

DokAz. Pretpostavimo da je (Y, d) kompletan metricki prostor i
neka je z € Y. Tada kako je z tacka nagomilavanja skupa Y, to postoji
niz {, }n>1 1z Y koji konvergira ka x. Medutim, {x, },>1 je Kosijev niz
Sto jednostavno dokazuje. Naime, za proizvoljno € > 0, postoji ng € N
tako da za n > ng slijedi da je d(z,,29) < §. Tada za sve indekse
m,n > ng imamo

Ad(Zp, ) < d(z, 1) + d(2p, ) < €.
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Zaklju¢ujemo da je niz {z, },>; konvergentan u Y i zbog jedinstvenosti
granice limesa u metrickom prostoru (provjeriti) vazi lim,, o 2, = = €
Y, tj. Y =Y.

Obratno, pretpostavimo da je Y zatvoren skup u metrickom pros-

toru X. Neka je {z,},>1 Kosijev niz u metrickom potprostoru (Y, d).
Tada je {, }n>1 takode Kogijev niz u §irem metrickom prostru (X, d).
Kako je (X, d~) kompletan metricki prostor, to je niz {z,},>1 konver-
gentan u X i oznac¢imo opet sa x = lim,,_,, x,,. Sa druge strane, Y je
zatvoren skup i zato sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja, tj. x € Y.

Zaklju¢ujemo da je (Y, d) kompletan metricki prostor. O

Dokazano je da svaki (X, || - ||) normiran vektorski prostor mozemo
da posmatramo i kao odgovarajué¢i metricki prostor, slicno vazi i za
Euklidov prostor. U tom smislu sljedec¢e dvije definicije pojavljuju se
kao odredeni specijalni sluc¢ajevi ve¢ uvedene Definicije 1.103.

DEFINICIJA 1.108. Za normiran prostor (X, | - ||) kazemo da je
Banahov ako je on kompletan u metrici koja je indukovana normom

PrIMJER 1.109. (R™, ]| -||) je Banahov prostor.

Pretpostavimo da je na vektorskom prostoru X definisan skalarni
proizvod (-,) : X x X — R.

DEerFINIcJA 1.110. Euklidov prostor X koji je Banahov prostor u
normi indukovanoj skalarnim proizvodom (-, ) nazivamo Hilbertovim
prostorom.

PRIMJER 1.111. Prostor R"™ na kome je definisan standardni skalarni
proizvod (z,y) = > ., x;y; je kanonski primjer za Hilbertov prostor.

Narednu definiciju i Teoremu 1.114 dajemo u kontekstu metrickih
prostora.

DEFINICIJA 1.112. Neka su (X, dy) i (Y, d2) metricki prostori. Pres-
likavanje f : X — Y nazivamo kontrakcijom ako postoji realan broj
q,q € (0,1), takav da za svako x,y € X vazi do(f(2), f(v)) < qdi(z,y).

KOMENTAR 1.113. Broj ¢ nazivamo koeficijentom kontrakcije pres-
likavanja f.

Sledeca teorema predstavlja poznati i klasic¢ni rezultat u matematickoj
analizi sa brojnim primjenama i uopstenjima. Napomenimo da za pres-
likavanje f : X — X metrickog prostora X u sebe kazemo da ima
nepokretnu (fiksnu) tacku ako postoji z* € X tako da je f(z*) = z*.

TEOREMA 1.114. (Banahova teorema o nepokretnoj tacki)
Neka je f: X — X kontrakcija kompletnog metrickog prostora (X, d)
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u samog sebe sa koeficijentom kontakcije q. Tada preslikavanje f ima
jedinstvenu nepokretnu tacku. Dodatno,

n

q ~
d(x1, xg).
(e, 0)

(1.18) d(z,, %) <

DokAz. Uzimajuéi proizvoljno xy € X formiramo niz {x,},>; na
na¢in x, = f(z,-1),n = 1,2, .... Dokazujemo da je {z,},>1 je Kosijev
niz. U tom cilju, primijetimo da za svako n € N vazi

d(xn-&-lvxn) = J(f(xn), f(rn1)) < qd(Im$n 1),
tako dobijamo da je

(1.19) A(Tni1, ) < ¢ d(z1,70), za svako n € N.

Pretpostavimo da J(xl,xo) # 0, u protivnom f(zg) = 0. Kako je
0<g<1,toza proizvoljno e > (0 postoji ng € N takvo da je

Zq

k=ng xlyl'O)

Neka su sada m,n € N (m > n) takvi da m,n > ng. Tada posljednja
nejednakost, (1.19) i nejednakost trougla za metriku daju
(1.20)

3
3

— -1
d(y, ) < d(ag, w11) < d(x1,20) ¢" < d(a1, %) qu <€
k=n

n

>
Il

k=n
Zakljuéujemo da je {z,},>1 Kosijev niz. Zbog kompletnosti prostora
X postoji tacka z* € X tako da niz x,, konvergira ka x*. Ostaje da se
pokaze da je z* nepokretna tacka preslikavanja f.
Nejednakosti

(1.21) 0 < d(wn, f(z)) = d(f(zn1), f(z)) < qd(wn 1, 27)
uz ¢injenicu da z,, — z* kad n — oo povlace da z, — f(z*), kada
n — oo. Primijetimo da u posljednjem zakljucku koristimo neprekid-
nost funkcije F': X — X, F(x) = d(z, z"). Naime, iz nejednakosti (1.1)
imamo da vazi |F(z) — F(y)| < d(z,y) za proizvoljne z,y € X. Sada
iz (1.21) pustajuéi da n — oo slijedi da je x* = f(z*).

Tacka z* je jedinstvena. U suprotnom bi postojala jos jedna tacka
y* € X takva da y* = f(y*). Medutim, iz

e, y") = (@), £(6°)) < adla" )

slijedi da je (1—q)d(z*,y*) < 0, §to je moguée samo kada je d(z*, y*) =
0, tj. " =y*.

Na kraju, pustajuéi da m — oo u (1.20) dobijamo nejednakost

n

d(xq,xo).

d(zy,, %) <
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KOMENTAR 1.115. Jedna od vaznih poruka dokaza prethodne teo-
reme jeste da sa proizvoljnim izborom tacke xqg € X formiramo iter-
ativni niz {z,},>1 koji konvergira ka nepokretnoj tacki preslikavanja
f: X=X

KOMENTAR 1.116. Nejednakost (1.18) daje ocjenu greske za slucaj
da uzmemo da je z, rjeSenje jednacine z = f(x) u X umjesto x*.

Na sljede¢em jednostavnom primjeru realno vrijednosne funkcije
definisane na segmentu ilustrujemo primjenu Banahove teoreme o nepokret-
noj tacki.

PRIMJER 1.117. Neka je f(z) = w, xz € [0,1]. Prije svega,
kako je [0, 1] zatvoren u R, to je ([0, 1], d) kompletan metricki prostor.
Nije tesko utvrditi da je f([0,1]) C [0, 1]. Kako je

f(z) = —%e‘xsin (x + 2) <0 za x €[0,1],

na osnovu Lagranzove teoreme o srednjim vrijednostima imamo do-
datno da je

|f(z) = ()!<ggta<xl\f()!|x—yl<\f!w yl,

tj. f je kontrakcija metrickog prostora ([0, 1], d) na sebe. Prema Teo-
remi 1.114 postoji jedinstveno rjesenje jednacine f(x) = x na segmentu
[0, 1].

PRIMJER 1.118. Za afino preslikavanje f : R* — R?, f(x,y) =
(5 +4%+1,%— 7+ 2) zapisano u matricnom obliku

[15]+ 2]

lako se utvrduje da je bijekcija iz R? na sebe.
Dalje, na osnovu nejednakosti (1.17) iz Primjera 1.88 imamo da je

Hf('r?y) - f(u,?))” < CH(x,y) - (u,v)H,
6\/ =q < 1, tj. f je kontrakcija kompletnog metrickog

4

fen=|

QO =

gdje je C' =
prostora (R?,d) na sebe.
Konac¢no, na osnovu Teoreme 1.114 postoji jedinstvena fiksna tacka

preslikavanja f, tj. f(z*,y*) = (z*, y*).
Primijetimo da je fiksna tacka (z*, y*) preslikavanja f zapravo rjesenje
sistema linearnih jednacina od dvije nepoznate

—%x%— }ly = -1

(pogledati Zadatak 21).
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1.9. Kompaktnost.

DEFINICIJA 1.119. Neka je A C R"™. Za familiju skupova U =
{U;|i € I}, gdje je I neki indeksni skup, kazemo da je pokriva¢ skupa
A ako je A C U;erU;. Potpokrivaé pokrivaca U skupa A je familija
{Up|i" € 1} C {U;]i € I} koja je pokrivac¢ skupa A. Otvoren pokrivac
skupa A je pokriva¢ koji se sastoji od otvorenih skupova.

Poznato je da neprekidna realno vrijednosna funkcija na segmentu
ima niz ”finih” svojstava kao $to $to su na primjer ograni¢enost, dosti-
zanje minimalne (maksimalne) vrijednosti i ravnomjerna neprekidnost
koje viSe nisu na snazi u opstem ako je domen definisanosti, na primjer,
interval.

Postavlja se u tom smislu pitanje koja su to svojstva segmenta
koja "prenesana” na odreden domen u R" ¢ine da neprekidne funkcije
definisane na tim domenima zadrzavaju gore pomenuta svojstva.

U nastavku dajemo visSe ekvivalentnih karakterizacija kompaktnih
skupova sa fokusom na Teoremi 1.130 gdje su dati potrebni i dovoljni
uslovi da neki skup u R™ bude kompaktan. U teoremama, Teorema
1.133, Teorema 1.134 i Teorema 1.138 dokazano je da pomenuta ”fina”
svojstava neprekidnih funkcija na kompaktnim skupovima u R” su i
dalje validna.

DEeFINICIJA 1.120. Za skup K, K C R", kazemo da je kompaktan
skup u R" ako iz svakog otvorenog pokrivaca skupa K moze da se
izdvoji konacan potpokrivac.

KOMENTAR 1.121. Otvoren pokrivac iz Definicije 1.120 odnosi se
otvorene skupove prostora R"”. Medutim, svojstvo kompaktnosti ne za-
visi od okolnog prostora. Preciznije, otvoren pokriva¢ iz prethodne
definicije moze da se odnosi i na indukovanu topologiju na skupu K.
Naime, ako je K kompaktan skup po Definiciji 1.120 i U = {U;|i € I}
otvoren pokrivac¢ u indukovanoj topologiji skupa K, tada za svako i € [
postoji otvoren skup G; u R" tako da je U; = K N G;. Prema tome,
familija {G;|i € I} je otvoren pokriva¢ za skup K iz kog je moguée da
se izdvoji konacan potpokriva¢ {G;, |1 < k < p}. Jasno da je tada i
{U;,|1 < k < p} konacan otvoren potpokriva¢ u indukovanoj topologiji
na skupu K.

Sli¢no bismo dokazali da ako je K kompaktan skup u indukovanoj
topologiji (prostora K) da je K kompaktan i smislu Definicije 1.120.
Zaista, ako je {Gs|a € I} otvoren pokriva¢ skupa K, onda je {K N
Go|a € I} otvoren pokrivac skupa K u indukovanoj topologiji na K, pa
postoji kona¢an potpokriva¢ { KNG, |1 < k < m} skupa K. Ocigledno
je da {G,,|1 < k < m} je konacan otvoren potpokrivac¢ skupa K.

TEOREMA 1.122. Skup K C R" je kompaktan ako i samo ako je
kompaktan u indukovanoj topologiji samog sebe.

Dokaz. Komentar 1.121. O
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PRIMJER 1.123. Svaki konacan podskup u R"™ je kompaktan.

U sljede¢em primjeru dokazujemo da je proizvoljan segment [a, b]
kompaktan skup u standardnoj topologiji realne prave R osljanjajuci
se na teoremu o sistemu sazimaju¢ih segmenata poznatu iz prethodnog
kursa Analize 1.

PRIMJER 1.124. Neka je U otvoren pokriva¢ segmenta I = [a,b]
takav da iz njega nije moguce izdvojiti konacan potpokriva¢. Za datu
kolekciju intervala U navedeno svojstvo segmenta I oznacimo sa P.
Dalje bar jedan od podsegmenata Iy = [a,u] ili I12 = [u,b], gdje je
u = “T“’ zadrzava predasnje svojstvo P. Naime, ukoliko bi iz otvorenog
pokrivaca U segmenata [;; i [15 mogli da izdvojimo konacan pot-
pokrivac za svaki od njih, onda bi unija datih potpokrivaca bila kona¢no
potpokrivanje segmenta I, $to je u suprotnosti sa pocetnom pretposta—
vkom.

U nastavku, odredenosti radi, pretpostavimo da segment I, zadrza—
va svojstvo P. Dijeljec¢i segment I1; na dva jednaka podsegmenta [o; i
15 i ponavljajuéi prethodno rezonovanje bez umanjenja opstosti pret-
postavimo da segment [y, ima svojstvo P.

Nastavljajuci proces dijeljenja dolazimo do niza umetnutih segme-
nata { L, tn>1, Inn C gk, n > k sa svojstvom |I,,| = l’;—n“ Tada na os-
novu teoreme o sazimajuéim segmentima imamo da je N, I,,,, = {co}-
Buduéi da ¢y € [a, b], to postoji neki interval Uy € U takav da ¢y € U,.
Sa druge strane, postoji m € N tako da I,,,, C Uy, tj. segment I,
je pokriven samo jednim intervalom iz otvorenog pokrivaca U, sto je
suprotno njegovoj konstrukciji. Dobijena kontradikcija povlaci da je
segment I kompaktan skup.

PrRIMJER 1.125. Ako je K C R™ kompaktan skup i x € R™, tada
je {x} x K kompaktan skup u R™™ (provjeriti).

U Teoremi 1.126 pokazujemo da je Dekartov proizvod kompakt-
nih skupova takode kompaktan skup. Prethodno dokazimo sljedece
pomoc¢no tvrdenje.

LEMA 1.126. Neka je K C R"™ kompaktan skup i U je otvoreni
pokrivac skupa {x} x K, gdje je x € R™. Tada postoji otvoren skup
U C R™ koji sadrzi tacku x tako da je skup U X K pokriven konacnim
brojem skupova iz U.

Doxkaz. Neka je Y = {W;|i € I} otvoren pokriva¢ skupa {z} x K
za neki indeksni skup /. Tada za svako y € K tacka (x,y) je pokrivena
otvorenim skupom W;, iz R™*" za neko i € I. Dalje kako je W,
otvoren skup u R to postoji otvoren skup oblika U;, x V;, C R™*",
takav da (z,y) € U, x Vi, C W,,. Familija {V;|i € I} je otvoren
pokriva¢ kompaktnog skupa K, pa tako postoji konacan potpokrivac
{Vi.|1 <k < p} skupa K. Takode, {U;, x V;, |1 < k < p} je konacan
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potpokrivac za {z} x K. Tada okolina U = N}_,U;, zadovoljava trazene
uslove. g

TEOREMA 1.127. Ako su Ky C R™ i Ky C R™ kompaktni skupovi,
onda je K1 x Ky kompaktan skup v R™*"

Doxkaz. Neka je U otvoren pokrivac skupa K; X Ky, tada U pokriva
{z} x K3 za svako x € K;. Prema Lemi 1.126 postoji otvoren skup Uy,
x € U,, takav da je U, x K, pokriven kona¢nim brojem skupova iz
U. Kako je K; kompaktan skup to iz otvorenog pokrivanja {U,|x €
K1} skupa K; moguée je izdvojiti konac¢an broj otvorenih skupova
Uz, .-y Uz, koji pokrivaju K. Konatno mnogo skupova iz U, prema
Lemi 1.126, pokriva skup U,, x Ks, 1 < ¢ < p, to i unija pomenutih
pokrivaca je konacan otvoren potpokrivac skupa K; x K. Il

PosLJEDICA 1.128. Neka su K; C R™ kompaktni skupovi za i €
{1,...,m}. Tada je skup Ki x - - - x K, kompaktan u R™*+nm,

DokAz. Dokaz slijedi iz Teoreme 1.127 indukcijom po m. U

PRIMJIER 1.129. Iz Teoreme 1.127 i Primjera 1.124 slijedi da je
skup Iy = {(z1, ..., zn)|ai < 2 < b} (@ = (a1,...,a,), b= (b1, ..., b,),
a; < b;) tzv. n—segment, je kompaktan skup u R" jer I = [aq, by] X
- X [an, byl

Definicija 1.120 ¢ini se u izvjesnom smislu nedovoljno operativnom
za provjeru kompaktnosti skupova u R™. U narednoj teoremi kao sto je
najavljeno data je nova karakterizacija kompaktnosti skupova u pros-
toru R™.

TEOREMA 1.130. (Hajne-Borelova teorema) Skup K C R™ je
kompaktan ako i samo ako je K zatvoren i ogranicen.

DokAzZ. Pretpostavimo da je K kompaktan skup. Neka jewy €
R"™ \ K. Tada za svako :1: e K lopte B(z M) i By, % ’y)) su dis-

junktne. Familija {B(z, ’y))|x € K} predstavlja otvoren pokrivac
skupa K. Kako je K kompaktan skup, to postoji konacan potpokrivac

{B(x;, M)H < i < m}, skupa K. Oznacimo sa 6 = minj<;<, d(g"’y)

Tada je lopta B(y,d) € B(y, d(g"’y)) Kako su lopte B(y, d(x“y ) dis-
d(zz y)

junktne sa B(z;, ), to ¢e i B(y,d) biti disjunktna sa svakom od

lopti B(x;, 4= y)) J B(y,0) N K =0, odnosno K je zatvoren.

Neka je dalje zo € K proizvoljna tacka. Tada familija { B(x¢, k)|k €
N} pokriva skup K, pa postoji kg € N tako da K C B(z, ko), tj. K je
ogranicen.

U obratnom smjeru, pretpostavimo da je K zatvoren i ogranicen
skup. Tada postoji n—segment I, takav da K C I. Neka je {U,|a € I}
otvoren pokriva¢ skupa K. Dodavanjem skupa R™ \ K, nova familija
{Uslae € I} U {R"™ \ K} predstavlja otvoren pokriva¢ skupa I,;, pa
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se moze izdvojiti konacan potpokriva¢. Na kraju izbacivanjem skupa
R™\ K (ako se on nalazi u potpokrivacu) dobijamo konacan potpokrivaé
skupa K, tj. K je kompaktan skup. Il

_ PriMJER 1.131. Iz Teoreme 1.130 slijedi da je zatvorena lopta
B(a,r) kompaktan skup za proizvoljno a € R™ polupre¢nika r > 0
kao i sfera S""!(a,r).

Dokaz sljedece teoreme ostavljamo za vjezbu ¢itaocu.

TEOREMA 1.132. Skup K C R"™ je kompaktan ako i samo ako svaki
niz 1z K 1ma podniz koji konvergira u K.

U narednoj teoremi pokazujemo da je slika kompaktnog skupa pri
neprekidnom preslikavanju kompaktan skup. U najkra¢em rekli bismo
da je kompaktnost je topoloska invarijanta, tj. osobina koja se ¢uva pri
dejstvu neprekidnih preslikavanja.

TEOREMA 1.133. Neka je K C R™ kompaktan skup ¢ f : K — R™
neprekidna funkcija. Tada je skup f(K) kompaktan.

DoxkAz. Neka je {U,|a € I} otvoren pokriva¢ skupa f(K) u R™.
Familija {f(K) N U,|a € I} ¢ni otvoren pokriva¢ skupa K u induko-
vanoj topologiji. Kako je funkcija f neprekidna, to su prema Teoremi
1.97 skupovi f~1(U, N f(K)) otvoreni u indukovanoj topologiji skupa
K. Dalje,

K C [T f(K)) = [ (Uacr(Ua N f(K))) = Uger f 7 (Ua N f(K)),

tj. {f~' (U, N f(K))|a € I} je otvoren pokrivaé skupa K (u induko-
vanoj topologiji skupa K). Kako je K kompaktan skup to postoji
konacan potpokriva¢ {f~1(U,, N f(K))|1 < i < m} skupa K. Tako
iz K C U, f~YU,, N f(K)) slijedi f(K) C U™, (U, N f(K)), tj.
{Uqs, 0 f(K)|1 < i < m} je konacan potpokriva¢ skupa f(K). Dakle,
f(K) je kompaktan skup. O

TEOREMA 1.134. Ako je K C R™ kompaktan skup i f : K — R
neprekidno preslikavange, tada funkcija f dostZe maksimalnu i mini-
malnu vrijednost na skupu K.

Doxkaz. Potrebno je pokazati da postoje tacke xz,y € K takve da
pu— pum— 1 pu 1 f pu— 1 .
f(z) Sup f(z) =max f(z) i f(y) = inf f(2) = min f(2)

Neka je K = f(K). Skup K je kompaktan na osnovu Teoreme 1.133.
Oznacimo sa a = inf K i b = sup K. Kako je K ogranicen skup, to je
jasno da —oo < a < b < oo. Dalje, kako su a i b tacke nagomilavanja

skupa K, to zbog zatvorenosti skupa K, a € K i b € K, pa postoje
tacke x € Kiy € K takodaa= f(y)ib= f(x). O
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U narednoj teoremi dokazujemo da su proizvoljne dvije norme defin-
isane na kona¢no dimenzionalnom vektorskom prostoru X ravnomjerno
ekvivalentne Sto za posljedicu ima da u problemima vezanim za kon-
vergenciju u X mozemo birati pogodniju normu.

TEOREMA 1.135. Svake dvije norme na konacno dimenzionalnom
vektorskom prostoru su ravnomgjerno ekvivalentne.

DoxkaAz. Neka je dim(X) = n i {e,...,e,} baza prostora X. Za
proizvoljni vektor z € X, x = > "  x;e; definiSemo normu [|z]s =
maxi<;<p |%;|. Tada su normirani prostori (R, - [|oo) 1 (X, - |lec)
izometricni ((z1,...,2,) — > ., 2;e;). Neka su dalje || - |l; i [ - |2
norme definisane na X.

Dokazimo da je preslikavanje f : X — R, f(z) = ||z||; neprekidno
u odnosu na normu || - |- Kako je

n n n
][ = || E Tieill1 < E |zil|eill < max [ E leill = Cllz||oo,
1<i<n
1=1 =1 =1

to prema (1.4) imamo

[f () = fxo)l = [llzlly = [lzoll| < [l = zolly < Cllz — wo]|o0,
tj. f je neprekidna u odnosu na ||-||«. Dalje, jedini¢na sfera u (X, ||-||)
je kompaktan skup (zbog izometrije sa (R™, || - || )), pa prema Teoremi

1.134 postoje pozitivne konstante C; i Cy takve da
Cy < lzlly < Oy, [lzfle = 1.

Konstante C; i Cy su pozitivne jer je x # 0 kad god je ||z]|s = 1.
Dakle, za proizvoljno x € X \ {0} vazi

R

[E41Pe

<CQ

1

odnosno
Cilzllee < [lzll < Cof|zfloc, = € X.

Analogno bismo dokazali da za neke pozitivne konstante C] i Cf vazi
Cillzlleo < llzll2 < Cillz]|o, @ € X,

odakle dobijamo
Ch
G

G

[£]loo < [l < cr

|2||oo, x € X.

g

PrRIMJER 1.136. U ovom primjeru pokazujemo neprekidnost lin-
earnog preslikavanja A : X — Y, gdje je su X i Y normirani prostori,
a X je konacno dimenzionalni vektorski prostor. Polaze¢i od definicije
norme lineranog preslikavanja (1.5),

(1.2 HMmeW%ﬁJHZWMM@H

EES Ea zl|=1
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i posljedi¢ne nejednakosti || Az|| < ||A]|||z]|, z € X, dovoljno je pokazati
da je ||Al| ograniceno.

Sa druge strane, kako je X kona¢no dimenzionalan vektorski pros-
tor, recimo dim(X) = n, to postoji baza vektorskog prostora koju
¢emo da ozna¢imo sa {eq, ..., e,}. Tada prema Teoremi 1.135 postoje
konstante cg, c; > 0 takva da je ¢||z]| < ||| < 1|7 co-

Oznacavajuéi sa C' = maxj<i<y, || Aéi]| dobijamo

all Az _ enCllele _ eC

Co||$||oo N 00||17||oo N co

PRIMJER 1.137. Neka je B : X x Y — Z bilinearno preslikavanje,
pri ¢cemu su X, Y i Z normirani konacno dimenzionalni vektorski pros-
tori. Pretpostavimo da dim(X) = n, dim(Y) = m. Pokazimo da je B
neprekidno preslikavanje. Na pocetku pokaza¢emo da je norma bilin-
earnog preslikavanja B ograni¢ena. Prema (1.7) imamo da je ||B| =
SUD|(g(|=1,[yl=1 || B(®, y)[|. Akosa {ei, ...,en}1{€], ..., €], } oznacimo orto-
normirane baze prostora X i Y respektivno ondazaz € X iy e Y
imamo odgovarajuce prezentacije, v = > »  xie;, y = Yo, Yie; 1 kako
je ||lz]| = 1, ||y|| = 1 to prema Teoremi 1.135 imamo

1Bz, y)ll = 1YY wiy;Blee;)

i=1 j=1

<D lallyilliBles el

i=1 j=1

< Jellosllyllos D> IBlesses)ll

i=1 j=1

<CY > lIBleie)l

i=1 j=1

6. [|Bll < C3 s, X5 1 Bleie))]l-
Neka je dalje (z,y) € X x Y i (h, k) € X x Y, tada

odnosno

IA[l <

(1.23)

li Bz +huy+k) —B
LT |B(x+ h,y + k) — B(x,y)|

<||B li h k hi[||k]) =0
<UBI, Jim (Al + el + [0k =0
odakle zakljuc¢ujemo da je B neprekidno bilinearno preslikavanje na
X xY.

Zakljucujemo ovo poglavlje uopstenjem na pocetku pomenute teo-
reme o svojstvu ravnomjerne neprekidnosti neprekidnih funkcija na
segmentu.
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TEOREMA 1.138. Neka je K C R™ kompaktan skup ¢ f : K — R™
neprekidna funkcija. Tada je funkcija f ravnomgjerno neprekidna na
K.

Dokaz. Polazeéi od neprekidnosti funkcije f zakljucujemo da za
proizvoljno € > 0 za svako x € K postoji é(x,€) > 0 tako da

d<f<x>,f<y>> < 5 kad god je d(z,y) < 6(z,e).

Familija {B(z, )|£B € K} je otvoren pokriva¢ skupa K, pa zbog
pretpostavljene kompaktnostl moze se izdvojiti konacan potpokrivac
{B(z;, "B“ )|1 <i < m} skupa K. Neka je sada § = minj<;<,, 5(:;:21-,6) >
5(1'20,6)

0. Za z,y € K id(z,y) < 0 postoji lopta B(x;,, ) (za neko
ip € {1,...,m}) koja sadrzi . Sa druge strane, d(xm,y) d(z, ) +
d(l’,y) < 5(xi076)> pa y € B(Iiové(xio’e)) 1 zato je d( ( ) ( )) <
d(f (), f(wi,)) + d(f(2i0), [(y)) < e O

1.10. Povezanost.

DEFINICIJA 1.139. Za skup C' C R" kazemo da je povezan ako ne
moze da se predstavi kao unija dva disjunktna neprazna otvorena skupa
u indukovanoj topologiji skupa C| tj. skup C se ne moze predstaviti
na nacin

C=(AnC)u(BnNCO),
gdje A, B su otvoreni skupovi u R”, takvida ANB =01 ANC # 0,
BnNC # 0.

KOMENTAR 1.140. Opstija varijanta Definicije 1.139 odnosi se na
topoloski prostor (X, 7). Preciznije, topoloski prostor X je povezan ako
ne moze da se predstavi kao unija dva neprazna disjunktna otvorena
skupa u X, tj. X = AUB, AnNB =0, A#0iB # (. Slicno,
ako je C' C X, onda je skup C povezan ako je povezan u odnosu na
indukovanu topologiju iz X.

Prije nego po¢nemo sa navodenjem primjera povezanih i nepovezanih
skupova naveséemo jednu osobinu povezanih skupova koja direktno sli-
jedi iz Definicije 1.139.

Proroziciya 1.141. Neka je C povezan skup u R™ i A je podskup
skupa C' koji je istovremeno otvoren i zatvoren skup u C. Tada je A = ()
ili je A=C.

Dokaz. Kako je C = AU (C\ A) predstavljen kao unija dva

otvorena skupa u C, to zbog pretpostavljene povezanosti skupa C
imamo da je A=01ili A= C. O

PRIMJER 1.142. Skup (a,b)U (b, d) je primjer nepovezanog skupa u
R, gdje a,b,d € R pri cemu ne iskljucujemo i moguénost da je a = —o0
ili d = oo.
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PRIMJER 1.143. Ako je A = {(z,y,2)|1 < (x —1)?+(y+1)2+22 <
2}, tada je skup grani¢nih tacaka 0A = S1USy, gdje S1 = {(z,y, 2)|(z—
D2+ (y+1)2+22=2}, So = {(z,y,2)|(x — 1)* + (y + 1)* + 22 =2} i
jasno 0A je nepovezan skup.

PRIMJER 1.144. Ako je X # 0, i (X, d) metricki prostor sa diskret-
nom metrikom, onda je svaki podskup skupa X nepovezan Sto slijedi
iz ¢injenice da za svaku tacku x € X skup {z} je sam za sebe otvoren
i istovremeno zatvoren skup.

PRIMJER 1.145. Jednoélan skup {z} je povezan za proizvoljno x €
R™.

PRIMJER 1.146. (Segment |a, b] je povezan skup) Segmenti [a, b]
realne prave R su povezani skupovi. Pretpostavimo suprotno, odnosno
da je [a,b] = AU B, gdje su A i B neprazni, otvoreni i disjunktni
skupovi u [a, b]. Neka je b € B. Tada, bududi otvoren u [a, b, skup B
zadrzi i neku okolinu tacke b u [a, b, sto povlaci da je sup(A4) = ¢ < b.
Napomenimo da supremum skupa A postoji jer je A ograni¢en skup.
Dalje, tacka ¢ pripada jednom od skupova A ili B §to znaci da neka
okolina (¢ — €, ¢+ ¢€) tacke ¢ pripada skupu A ili B. Medutim, kako je ¢
supremum, dakle i tacka nagomilavanja skupa A, to AN (c—e€,¢) A0 i
(¢c,c+¢€)N B # . Kontradikcija. Time je dokazano da su svi segmenti
[a, b] realne prave povezani skupovi. Sliéno se pokazuje da su dodatno
i svi polusegmenti [a, b), (a,b] i intervali (a, b) takode povezani skupovi
u R.

PRIMJER 1.147. Prethodni primjer povlaci da je i R takode povezan
skup. Zaista, pretpostavimo da je R nepovezan skup, tj. R = AU
B, gdje su A, B neprazni, disjunktni otvoreni skupovi. Tada iz R =
Un>1[—n,n] slijedi da postoji ng € N tako da [-ng,no] N A # 0 i
[—ng,ng] N B # B odnosno [—ng, ng] = ([—ng,no] N A) U ([—no, no] N
B), sto je kontradikcija. Sli¢no, i neogranic¢eni polusegmenti (—oo, ] i
[a, 00) su primjeri povezanih skupova u R.

PRIMJER 1.148. (n—segment I, je povezan skup) Ukoliko pret-
postavimo da je n—segment I, nepovezan skup, tj. I, = AU B, gdje
su A, B neprazni, disjunktni i otvoreni skupovi u /,;, onda koristeci
da su projekcije p* : I,, — R, i € {1,...,n} neprekidna i otvorena
preslikavnja imamo da je segment [a;,b;] = p*(A) U p'(B) nepovezan
skup. Kontradikcija. Dakle, n—segment I, je povezan skup sto za
posljedicu ima i da je R™ povezan skup.

Naredna propozicija daje karakterizaciju povezanih skupova u R.

Prorozicisa 1.149. Skup A C R je povezan ako i samo ako je A
interval (zatvoren, otvoren ili poluotvoren).

DokAz. Neka je A neprazan povezan skup u R i a = inf A i
B = sup A. Dokazimo da a € A za svako a € («, ). Pretpostavimo
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suprotno, tj. da a € A. Skupovi AN (—o0,a)i AN (a,00) su neprazni
disjunktni i otvoreni skupovi u A i njihova unija je skup A, sto je kon-
tradikcja. Obratno tvrdenje je dokazano kroz primjere, Primjer 1.146
i Primjer 1.147. U

Kao sto smo ve¢ vidjeli u Primjeru 1.142 unija dva povezana skupa
ne mora da bude povezan skup. U sljedecoj propoziciji dajemo dovoljan
uslov pod kojim je unija povezanih skupova povezan skup.

ProproziciyA 1.150. Ako su A, C R™, o € I povezani skupovi, pri
éemu je NaerAa # 0, onda je U, A, povezan skup.

DoOKAZ. Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup U, A, nepovezan.
Tada postoje otvoreni disjunktni i neprazni skupovi U i V takvi da
UaAq = U UV, pri cemu je (UyAg) NU # 01 (UgAn) NV # 0.
Posljednje relacije povlace da NaerAa NU # 0 ili NaerAa NV £ (.
Pretpostavimo bez umanjenja opstosti da NyerA, N U # (), Sto dalje
povlaci A, NU # ) za svaki indeks o € I. Medutim, tada imamo da je
Ay = (AaNU)U (A, NV), a € I, §to buduéi da je A, povezan skup
je moguée samo za slucaj da je A, C U, a € I. Posljedicno V = () sto
je kontradikcija, tj. pocetna pretpostavka nije tacna. U

Naredna teorema je analog Teoreme 1.133 samo sada za povezane
skupove, tj. pokazujemo da je svojstvo povezanosti topoloska invari-
janta.

TEOREMA 1.151. Neka je f: A CR"™ — R™ neprekidna funkcija i
A je povezan skup. Tada je skup f(A) povezan u R™.

DokAz. Pretpostavimo da skup f(A) nije povezan. Tada postoje
neprazni otvoreni disjunktni skupovi V3 i V5 u R™ takvi da f(A) C
ViuVei f(A)NVI#01 f(A)NVa #0.

U nastavku primijetimo da ako x € A, onda f(z) € V; ili f(z) € V%,
Sto povlaci da A C f~1(Vy) U f~1(V%). Sa druge strane, skupovi U; =
AN f~Y (V) iUy, = An f71(V4) su otvoreni u A zbog pretpostavljene
neprekidnosti funkcije f. Takode, skupovi U; i U, su disjunktni jer
UnUy, C 1V n f74(V,) = f~4(VinV,) = 0. Dalje, jasno da
A C U UUy. Ako bi ANU; = B, onda A C U,, $to dalje povlaci da
je f(A) C f(AN f~1(V,)) C f(A) NV;. Posljednja inkluzija protvrijeci
pocetnoj pretpostavci da je f(A)NV; # 01 ViNVy = (0. Dakle, ANU; #
(). Slicno, pokazujemo da je AN U, # (). Prema tome, zakljucujemo da
skup A nije povezan. Kontradikcija. O

PRIMJER 1.152. Podsjetimo se da za a,b € R™ segment [a,b] u R™
je definisan na nacin

[a,b] = {Aa+ (1 —=A)bJ0 <\ <1}
Funkcija ¢ : [0,1] — R", () = Aa + (1 — A\)b je neprekidna sto lako

slijedi iz nejednakosti

[9(s) = @) < llallls =] + [[bl]|s — ¢].
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Dakle, segment [a,b] = ([0, 1]) je povezan skup kao slika segmenta
0, 1] preslikavanjem 1.

DEFINICIJA 1.153. (Putevima povezan skup) Za skup C' C R
kazemo da je putevima povezan ako za svake dvije tacke z,y € C
postoji neprekidno preslikavanje (put) ¢ : [0,1] — C tako da ¢(0) =
z, (1) = y.

DEeFINICIJA 1.154. (Linijski povezan skup) Za skup C' C R”
kazemo da je linijski povezan ako za svake dvije tacke x,y € A postoji
poligonalna linija koja spaja tacke x i y.

KOMENTAR 1.155. Pod poligonalnom linijom koja spaja tacke z iy
u A podrazumijevamo niz segmenata [zy_1, 2] C C, k € {0,1,...,m},
gdjexg=zix, =y.

KOMENTAR 1.156. Ako je skup linijski povezan onda je i putevima
povezan.

PRIMJER 1.157. Jedini¢na kruznica S! je putevima povezan skup.
Na primjer, ako su A, B € S* (slika), tada polaze¢i od parametrizacije
jediniéne kruznice S' = {(cos(t),sin(t))|t € [0,27)} i odredujuéi tacke
A 1 B na nac¢in da ugao koji odgovara tacki A je a i 8 je ugao koji
odgovara tacki B, 0 < a < 8 < 27. Odgovarajuéi put ¢ : [0,1] — S?
koji spaja tacke A i B dat je sa ¢(t) = (cos(tf + (1 — t)a),sin(t5 +
(1 —t)a)). Sa druge strane, S! nije linijski povezan skup.

Prirodno se namece pitanje kakav je odnos izmedu povezanosti i
povezanosti putevima. Naredna teorema daje djelimican odgovor.

TEOREMA 1.158. Ako je skup C' C R™ putevima povezan, onda je
1 povezan.

DokAz. Pretpostavimo da je C' povezan putevima, a da nije povezan
skup. Tada postoje neprazni otvoreni skupovi A i B u skupu C' takvi
da je C = AU B. Neka susada x € Aiy € B. Po pretpostavci postoji
put ¢ : [0,1] — C tako da ¢(0) = z i p(1) = y. Grafik funkcije ¢, u
oznaci I'y, = {(z, ¢(2))|0 < z < 1}, je povezan skup kao slika segmenta
0, 1] neprekidnim preslikavanjem ¢ (z) = (x, ¢(z)). Medutim,

I',=(ANnT,)u(BNTL,),

gdje su ANT, i BNT, otvoreni, neprazni i disjunktni skupovi u
indukovanoj topologiji na I',, tj. I'y, je nepovezan skup. Kontradikcija.
O

PrRIMJER 1.159. Obrnuto tvrdenje u Teoremi 1.158 nije ta¢no u
opstem. Kao odgovarajuéi primjer navodimo skup C' = AU B, gdje je
A = {(z,0)]z <0} i B = {(x,sin2)|z > 0}. Skup C je povezan. U
suprotnom, C' = (HNC)U (K NC), gdje su H i K neprazni, disjunktni
i otvoreni skupovi u R2. Kako je A povezan on ne moze da sijece H i
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K istovremeno, ve¢ je sadrzan u jednom od njih, na primjer u H. Isti
argument se moze primijeniti na B i zakljuciti da onda B C K. Sa druge
strane, imamo da je (0,0) € H izato postoji e > 0 tako da B(0,¢) C H.
Tacka (0,0) je tacka nagomilavnja za skup B, pa B(0,¢) N B # 0, tj.
HNK #(, a to je kontradikcija. Medutim, C' nije putevima povezan.
Na primjer ako je proizvoljnu tacku iz A i proizvoljnu tacki iz B moguce
spojiti putem, onda bi to znacilo da postoji lim,_,¢+ sin %, Sto nije tacno.

10

0.5

-1.0

PRIMJER 1.160. Otvorena jedini¢na lopta B(0, 1) je putevima pove—
zan skup. Zaista, pretpostavimo da su x,y € B(0,1). Tada put koji
spaja tacke x i y dat je sa (t) =ty + (1 —t)z, 0 < ¢t < 1. Da je
preslikavanje ¢ neprekidno dokazali smo u Primjeru 1.152, a da vazi
¥([0,1]) € B(0,1) slijedi jednostavno koriste¢i nejednakost trougla za
euklidsku normu

[P@l <@ =lzll+ eyl <1—t+t=1.

PRIMJER 1.161. Iz prethodnog primjera direktno slijedi da je svaki
konveksan skup u R" putevima povezan.

PRIMJER 1.162. Jedini¢na sfera S"~! u R" (n > 1) je putevima
povezan skup.

PRIMJER 1.163. Loptu B(a,r) u R® mozemo da posmatramo kao
sliku jedini¢ne lopte preslikavanjem f(z) = a+rx. Preciznije, B(a,r) =
f(B(0,1)), gdje je f(x1,x2,23) = (a1 + 1271, a2 + 722, a3 + T23). Kako
je f: R® — R? neprekidno preslikavanje to je i B(a,r) povezan skup
na osnovu Teoreme 1.151.

PRIMJER 1.164. Neka je E = {(x,y, 2) §—§+z—§+i—§ < 1}. Geometri-
jski je jasno da svake dvije tacke iz £ mozemo da povezemo segmentom
u E, te da je skup putevima povezan. U ovom primjeru, pokazimo da
je skup E povezan koriste¢i Teoremu 1.151.

Uzimajuéi u obzir preslikavanje f : R® — R? definisano sa f(z,y, 2) =
(az,by,cz) koje je oCigledno neprekidno, nije tesko provijeriti da je
f(B(0,1)) = E, pa na osnovu Teoreme 1.151 skup F je povezan.

DEFINICIIJA 1.165. (Oblast) Skup 2 C R”" koji je otvoren i povezan
naziva se oblast.

Naredna teorema daje odgovor na pitanje koji dodatni uslov treba
da zadovoljava povezan skup da bi bio putevima povezan.
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TEOREMA 1.166. Neprazan i otvoren skup 2 u R™ je povezan ako
1 samo ako se svake dvije njegove tacke mogu povezati poligonalnom
linijom.

Dokaz. Ukoliko je €2 linijski povezan, onda je 2 i putevima povezan,
pa prema tome i povezan. Obratno, ako je €2 otvoren i povezan neka je
xg € Q1A ={x € Qz jemoguée spojiti poligonalnom linijom sa xg}.
Kako xy € A, to A # (. Bududi da je Q otvoren skup, to za svako z € A
postoji r, > 0 i lopta B(x,r,) C Q. Dalje je jasno da B(z,r,) C A jer
svaku tacku y € B(x,r) moguce je spojiti segmentom [z, y| sa tackom
x 1 posle poligonalnom linijom opet sa xq. Dakle, A je otvoren skup.
Sa druge strane, skup B = Q \ A mozemo da okarakterisemo kao skup
svih tacaka iz 2 koje nije moguce poligonalnom linijom spojiti sa x.
Skup B je takode otvoren. Naime, za z € B postoji r, > 0 tako da
B(z,r,) C Q. Svaka tacka Z € B(z,r,) pripada B. U protivhom tacku
Z bi mogli da povezemo sa xy poligonalnom linijom i segmentom |[Z, z]
sa tackom z, §to je nemoguce. U konacnom zakljucujemo da je A is-
tovremeno zatvoren i otvoren skup u 2, $to na osnovu Propozicije 1.141

povlac¢i da je A = Q2. O

1.11. Komponente povezanosti. Neka je A C R". Ukoliko skup
A nije povezan za pretpostaviti je da se skup A sastoji od povezanih
disjunktnih podskupova. U cilju da dokazemo prethodnu pretpostavku
definisa¢emo na skupu A relaciju ~ . Za tacke a,b € A kazemo da su u
relaciji ~, a ~ b, ako postoji povezan podskup u A koji ih sadrzi. Nije
tesko utvrditi da je ~ relacije ekvivalencije na skupu A. Naime, za svaku
tacku x € A vazi x ~ x jer je {x} povezan skup. Simetri¢nost relacije
~, x ~ y ako i samo ako je y ~ z, je ocigledna. Dalje, ako je x ~ y i
y ~ z, to postoje povezani podskupovi od A, recimo A, i A, takvi da
r,y € Ayiy,z € A,. Kako je A, N A, # (), to na osnovu Propozicije
1.150 A, U A, je povezan skup i 2,2z € A, U A, tj. = ~ z. Klase
ekvivalencije relacije ~ na A nazivaju se komponentama povezanosti
skupa A. Tako za proizvoljno z € A komponenta povezanosti C, koja
sadrzi x predstavlja najveéi povezan podskup u A koji sadrzi x.

Zadaci
1. Ako je (X, J) metricki prostor, pokazati da je (X, CZ) takode
metricki prostor, gdje je di(x,y) = 11(;(’52), x,y € X 1 da je svaki

podskup u X ogranicen u novoj metrici.

2. Neka je B([a,b]) skup svih ograni¢nih funkcija na segmentu [a, b].
Dokazati da je || f|lco = SUpu<i<p |f(t)], f € B([a,b]) norma na B([a, b])
i (B([a,b]), || - ||o) normiran prostor. Da li je || f|; = fab | f(t)|dt norma
na B([a,b])?

3. Ispitati da li je sa:

a)d(x,y) = arctan |z — yl;



ZADACI 45

b)d(z,y) = v/]x — y;

c¢)d(x,y) = sin? | — y|, zadata metrika na R.

4.Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Dokazati da je diam(A) =
diam(A).

5. Dokazati da je skup ogranicenih linearnih preslikavanja B(R"™, R™)
normiran prostor.

6. Ocijeniti normu linearnog preslikavanja A : R3 — R3,
A(ZL’l, Ta, Ig) = (2ZE‘1 + xs, 31‘2, 3.T1)

uzimajuci u obzir:

a) euklidsku normu || - || na R?,
b) normu || - ||; na R3,
c¢) normu || - ||o na R3.

7. Neka je A : R® — R" ogranic¢eno linerano preslikavanje. Pokazati
da je sa B(z,y) = (Azx,y), x,y € R™ definisano ogranic¢eno bilinearno
preslikavanje i da je || B]| < ||A]|.

8. Neka su z,y € R* i B(x,y) = x X y (vektorski proizvod). Dokazati
da je B bilinearno preslikavanje i odrediti mu normu.

9. Neka su A, B C R", dokazati da je:

a) A°UB° C (AU B)°;

b)(AUB) = AU B;

¢) (ANB)C AnB.

10. Neka je f € C([a,b]). Dokazati da je grafik funkcije f, Ty
{(z, f(z))|a < x < b}, zatvoren skup u euklidskoj ravni.

11. Dokazati da su skupovi A = {(z,y)|r € R,y = I;”—il} i B =
{(z,y)|x € R,y = 1} disjunktni zatvoreni skupovi i da je d(A, B) = 0.
12. Dokazati Teoremu 1.59.

13. Dokazati Teoremu 1.62.

17. Neka su f,g € C(R"). Tada:

a) ako je f(x) = g(x), x € Q" pokazati da je f(x) = g(x) za svako
r € R"

b) dokazati da je skup {x € R"|f(x) = g(z)} zatvoren.

18. Odrediti A°, Ext(A) i A, ako je:

a) A= {z € R"|[lz]| < 1};

b)A = {z € R"|[lo]| = 1}

c) A ={z € R"|z; je racionalan};

19. Neka je f : R" — R™ neprekidno preslikavanje. Pokazati da
ako je A C R", onda vazi f(A) C f(A).
20. Ispitati neprekidnost funkcije na A = {(x,y,2)|2* +y* + 2* < 5}

T
Fla,y,2) = { tan(@® +y)) e, (2,y,2) € A\ (0,0,0),
0, (xvyu Z) = (070)
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Odrediti f(A).

21. Dokazati Teoremu 1.15.

22. Koriste¢i Banahov princip kontrakcije dokazati da sljedeci sis-
tem ima jedinstveno rjesenje. Formirati iterativni niz koji aproksimira
rjeSenje sistema

0.822 +0.2523 = 1

23. Koriste¢i Banahov princip kontrakcije pokazati da jednacina e —
x + 1 = 0 imja rjesenje na R. Odrediti priblizno rjesenje sa greskom
1072,

24. Ako je {K;}icgn opadajuca familija kompaktnih skupova u R”"
(K1 D Ky D Kj - -+), dokazati da N2, K; nije prazan.

25.Dokazati da je skup K C R"™ kompaktan ako i samo ako svaki niza
tacaka {xy}r>1 iz K ima podniz koji konvergira ka nekoj tacki z € K.
26. Akosu F, K C R", takvi da je FF'—zatvoren, a K —kompaktan skup
i FNK =0, dokazati da je tada d(F, K) > 0. Pokazati da tvrdenje
nije tacno ako se izostavi uslov da je K kompaktan.

27. Ako su K i Ky kompaktni disjunktni skupovi u R™ dokazati da
postoje otvoreni disjunktni skupovi G i H u R" takvi da K; C G i
Ky, C H.

28. Pokazati da ako je K C R™ ogranicen skup, onda za svaki niz
{7 }r>1 C K postoji podniz koji konvergira ka nekoj tacki iz K.

29. Da li presjek povezanih skupova u R? mora da bude povezan skup?
Da li slika nepovezanog skupa pri neprekidnom preslikavanju mora da
bude nepovezan skup?

30. Dokazati da je S? putevima povezan skup.

31. U terminima otvoren, zatvoren povezan, putevima povezan, kom-
pletan, kompaktan opisati sljedec¢e skupove:

a)A = {(z,y)[z* —y* = 4}

b)A = {(g, = 1 +e)ln € N};

A ={(z,y,2)|r* +y* + 22 <4,z +y+z>1}.

32. Pokazati da ne postoji homeomorfizam izmedu R i R™, n > 2.

33. Odrediti komponenete povezanosti sa sljede¢e skupove:

a)0A ako je A= {z e R"|1 < ||z]| < 2};

b) skup racionalnih brojeva @ u R.

34.Pokazati da je skup B = {(x,sin )|z > 0} putevima povezan, ali

i z
da B nije putevima povezan.
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